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DE 

MATHÉMATIQUES. 

SUR  L'ÉQUILIBRE 

ET   LE 

MOUVEMENT  D'UNE  PLAQUE  ÉLASTIQUE 

DONT  L'ÉLASTICITÉ  N'EST  PAS  LA  MÊME  DANS  TOUS  LES  SENS. 


Nous  avons  donné,  dans  le  troisième  Volume  des  Exercices  mathéma- 
tiques [p.  328  et  suivantes  (^)],  les  équations  qui  expriment  l'équilibre 
ou  le  mouvement  d'une  plaque  solide  élastique  ou  non  élastique, 
d'épaisseur  constante,  ou  d'épaisseur  variable,  mais  en  nous  bornant  à 
l'égard  de  la  plaque  élastique  au  cas  où  l'élasticité  restait  la  même 
dans  toutes  les  directions.  Alors  les  projections  algébriques  sur  les 
axes  coordonnés  des  pressions/?', />",/?"' supportées  en  un  point  quel- 
conque {x,y,  z)  par  trois,  plans  perpendiculaires  à  ces  mêmes  axes, 
ou,  en  d'autres  termes,  les  six  quantités 

(>)  A,     B,     C,    I),    E,    F 

se  trouvaient  liées  aux  déplacements  H,  y],  '(  du  point  dont  il  s'agit  par 
les  formules  (58)  de  la  page  33r)  (-).  Considérons  maintenant  une 
plaque  élastique  dont  l'élasticité  ne  soit  pas  la  même  dans  tous  les 
sens.  On  devra  aux  formules  que  nous  venons  de  rappeler  substituer 

(,')  OEuvrex  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VIH,  p.  38 1  et  suiv. 
(î)  Ihid.,  p.  391. 

OF.uvres  de  C.  —  S.  U,  t.  IX.  2 
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les  équations  (3G),  (37)  des  pages  22G,  227  ('),  dans  lesquelles  m,  dé- 
signe une  molécule  d'un  corps  élastique,  «,  h,  c  les  coordonnées  pri- 
mitives de  cette  molécule,  c'est-à-dire  celles  qui  se  rapportent  à  l'état 
naturel  du  corps,  r  le  rayon  vecteur  mené  primitivement  de  la  molé- 
cule m  à  une  molécule  voisine,  a,  ^,  y  les  angles  formés  par  le  rayon  r 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  f{r)  une  fonction  qui 
dépend  de  la  loi  de  l'attraction,  et  p  la  densité  du  corps  au  point 
{x,y,z).  D'ailleurs,  si,  en  supposant  toujours  que  les  déplacements  H, 
V],  'C  restent  très  petits,  on  veut  prendre  pour  variables  indépendantes, 
au  lieu  des  coordonnées  primitives  «,  />,  c,  les  coordonnées  x,  y,  z 
relatives  à  l'état  d'équilibre  ou  de  mouvement  du  corps  élastique,  il 
suffira,  comme  on  l'a  prouvé  à  la  page  207  du  troisième  Volume  (-), 
d'écrire  partout^  au  lieu  de  a,  y  au  lieu  de  h,  z  au  lieu  de  c.  Donc,  si 
l'on  fait,  pour  abréger, 

(.)       a^pS[f  cos^a/,.)],  b=?S['f  ^°^^^'^^''']'  ^    =?S[t'^«^"-^^'-^]' 

(3)       d  =--pJ^[^''cos2;3cos2y/(,.)1,  c  =p§p-^cos-2YCOs2a/(,-)l,  f    =  p  g  P-^cos^a  cos^p/t/-)  I: 

u  =pCM^cos2acos3coSY/(!^)  L  v  =  p  V     ^cos^a  cosy/(/-)    .  \v  =  p  C     —  cos^a  cos;3/(/-)    . 

(  4  )  /  u'  —  p  C    —  cos^  ,3  cosY  /(/-,),  ^'  "^  P  S    if  '^^^^  ^°^^  '^  cosy/(/')  ,     '^'^''  =  ?  S     ~~  ^^^^  ^^^^  ?  /('")    ' 

"  —  ?  S    -— •  cos  ^  cos^  Y  /('');  ^'"  —  ?  s    ~T  ^^^  ^  ^°^'  Y  /(  ^  )  h  ^^'"  "  P  s    ~7  co^  ^  cos  3  cos-  y  /(  /' )   • 

les  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  E,  F  relatives  à  un  corps  élastique  dont  l'élas- 
ticité n'est  pas  la  même  dans  tous  les  sens  deviendront 


(•^) 


A  =  a  -v^ 
ôr 

+ 

f 

dn 

()V 

i-- 

(On       (K\ 
[Oz  -^  âfj 

i-(i-i: 

\           (  dl       un 
'           \  dy       ôx 

+ 

1) 

dv 

i-' 

fàn       J:^ 
\àz  ~^  ôyj 

i-'(i-i: 

h^^-%-'ë 

C  =  c  f 

Ox 

+ 

cl 

on 
Oy 

àX 

-^  +  u" 

Oz 

(d-n        d:\ 
\dz'^  ôyJ 

'           \dx       dzj 

i-"'(i-^: 

(  '  )  QEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VIII,  p.  267. 
(2)  Ibid.,  p.  240. 
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,.          01         ,  On        „  0^       , 
I)  =  U  -j^  4-  u'  —  +  u"  -,-  4-  cl    1 
Ox          dy           Oz 

(On      o;\        JOX       Ol\       ,1 
[rz-^0y)^''\<ïc^0l)^''^ 

roi     <w 

\0y      Ox 

^           Oc,         ,  Or\         ,,  Ot,          ... 

E  =  V   -r-  +  v'  3-  4-  v"  -v^  +  w" 

ax           ay            Oz            ' 

(On       0X\          (O:       01  \ 
{Oz        OyJ           \0x       OzJ         ' 

fOi       On 
\0y      Ox 

n          O'i         ,  On         „  OX, 

\   z=z\\—^  4-  w'  -3 h  w"  -^  4-  v' 

Ox           Oy           Oz 

(On     o':\        (  ox     oi\     „, 

[Tz'-ôj-)^''\j-x^ozr'^ 

(  01       On 

---  4-   -r- 

V  Oy       Ox 

01 

On 

o: 

On     o: 

OX       01 

01       On 

1.  - 

. 

1 5 

-s^   4-  -^  > 

1_    l_    

Ox' 

Oy' 

a- 

Oz  ^  0/ 

Ox       Oz 

Oy       Ox 

(<i) 


Lorsque  le  corps  élastique  est  homogène,  les  quinze  coefficients 
(7)     a,     h,     c,     (1,     e,     f,         u,     v,     w,         u',     v',     w',         u",     v",     w" 

se  réduisent  à  des  quantités  constantes,  et  l'on  peut  en  dire  autant  de 
la  densité  p,  qui,  pour  de  très  petits  déplacements  des  molécules,  n(î 
diffère  pas  sensiblement  de  la  densité  primitive.  Alors  les  valeurs  de 
A,  B,  C,  D,  E,  F,  fournies  par  les  équations  (  )),  (G),  dépendent  des 
six  quantités 

(8) 

qui  varient  seules  dans  ces  mêmes  équations  avec  les  ordonnées  x,  y, 
Z-.  On  peut  remarquer  que  ces  six  quantités  sont  aussi  les  seules  fonc- 
tions de  or,  y,  z  qui  entrent  dans  la  valeur  générale  de  la  dilatation  ou 
condensation  linéaire  mesurée  suivant  une  droite  menée  par  le  point 
{oc,  y,  z)  de  manière  à  former  les  angles  a,  ^,  y  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives.  En  effet,  si  l'on  nomme  £  cette  dilatation 
linéaire  prise  avec  le  signe  +  ou  cette  condensation  linéaire  prise  avec 
le  signe  —,  on  aura,  comme  on  l'a  prouvé  dans  le  deuxième  Volume 
des  Exercices  (page  GG)  ('), 

1  Oi       ,        On      ^o      OX       , 

l  £  := -T-^  cos^a  4- -T- cos-p  4- -,- cos^y 
\  Ox  Oy  Oz         ' 

^^^    i  (dn       0X\       a  /'^'       d'-\  (àl       On\ 

'     ■^[Tz^ôjj'''''^''''''^^[ô:v-^dV'''''^''''''~^[ry'^à^) 

Dans  le  cas  particulier  où  le  corps  élastique  offre  trois  axes  d'élas- 

(1)  OEiwres  de  Caiœhj;  S.  11,  T.  VU,  p.  89. 


h3) 
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licite  rectangulaires  entre  eux  et  parallèles  aux  axes  des  x,  y,  z,  les 
neuf  coefficients 

(»o)  U,     V,     w,         ij',     v',     vv',         u",     v",     \v" 

s'évanouissent,  et  les  formules  (5),  (G),  réduites  aux  suivantes 

(II)     Ar=a-r^+f-r — h-e-T-,       B=:f-^+l)^--hd,-,       C  =  e-r^+(l-T-  +  c-r-, 
oa;         Oy  Oz  <jx  a  y  az  Or  ôy  oz 

coïncident  avec  les  équations  (63),  (()4)  des  pages  233,  234  du  troi- 
sième A'olume  des  ^'j^emce^  ('). 

Les  formules  (5)  et  (6)  ou  (ii)  et  (r2)  étant  une  fois  établies,  il 
suffirait  de  les  combiner  avec  les  formules  (2)  ou  (20)  et  (28)  des 
pages  iGi  et  iGG  du  troisième  Yolume  (^),  pour  obtenir  les  équations 
générales  de  l'équilibre  ou  du  mouvement  d'un  corps  élastique,  dont 
les  molécules  s'écartent  très  peu  des  positions  qu'elles  occupaient  dans 
l'état  naturel.  Donc,  si  l'on  désigne  par  o  la  force  accélératrice  appli- 
quée au  point  {x,  y,  z)  de  ce  corps  élastique,  et  par  X,  Y,  Z  les  pro- 
jections algébriques  de  la  force  o  sur  les  axes  coordonnés,  les  équa- 
tions propres  à  déterminer  le  mouvement  de  ce  même  corps  seront 
généralement 

t)2ï  ^,  t)2î  àH  d2S  d^r.  ,d'-r,  „d''r,  ^2^  ,d''t         ,,0-^Z 

'   c»/2        '^  âx^  dy-  àz^  Ox^  dy^  dz^  d.v^  Oy^  ûz- 

I       d^-\  c)2£  d'-l  ,  â'-T  dir.  ^   d'-r.  „    à'-:,  OK  O-^l 

4-  .^     U  -^    _(_  V  — — -  -H  W  — -^  -H  V f-  4-  U  —- !-  -\-  f f-  —  W    -— —  -+■  e  -— p  +  u  - — - 

\     Oj  oz  Oz  ôx  ôx  dj  âj  Oz  Oz  Ox  Ox  Oj  <JJ' oz  OzO.t:  O.r  0\ 


d^T  ^,  c)2ï  ,()2Ï  „c)2f  à^-r,         ^    O'-r  Oir.  d^^  ,  d'-X,  „  dK 

P  -,-T  =  ?  ^    +  ^V  -— ?,  4-  W    -— ,  -+-  W    3-7  +  f  — ^  -(-  b  -— i  -I-  d  — ^  -H  U  — I  4-  u  ^  -h  u    — f 
'    Ot^        '  Ox^  Oj^  Oz^  Ox-  Or-  Oz^  Ox^  dj^  Oz^ 

4-  2  (  V    - — ^-  -H  U    , — 7 1-  f  -^ 't   -+-  U   -^ r    -h  V r h  W ^   -H  Cl  - — ■-   -+-  W 


Of  Oz  ùz  Ox  àx  Oy  dy  Oz  Oz  Ox  Ox  Oy  Oy  Oz  Oz  Ox 


'   OxOy) 


■1  y 


O'-t  ,  ()2f  ,c)2î  „d2f  ()2y  O'^r.  „0'-r,  dK        _,  à'-Z  à 

?  -rf  =  ?  Z  4-  V  ---^,  4-  V  -— ;  4-  V  — 7  -H  u  — ^  4-  u  T-T  -^u-r^  -^-c-— f-i-d— f+c-— 
'    Ot^        '  Ox-  0)^  Oz''  Ox^  Oy'  Oz^  Ox-  dy^  ôz- 


<^-ç  t^-?  à'-l  ,    d'^r.  ,    c)2r,  ,    O'^r,  „   OK  „   0^1  „   On 

'    c  - — ^  4-  u  - — V  +  d  - — t-  ■+-  ^v    - — i-  -h  V  r-  4-  11  -: — V-  —  V    T — ^  -r-  w 


ày  Oz  dz  dx  Ox  Oy  dy  Oz  Oz  Ox  Ox  Oy  ày  Oz  Oz  Ox  Ox  Oy 

(')  OEuvre<!  de  Cnuchy,  S.  II,  T.  VIN,  p,  274. 
(2)  Ibid.,  p.  196,  202  et  2o3. 
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Si  le  corps  élastique  offre  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  et  pa- 
rallèles aux  axes  des  .r,  j,  z,  les  coefficients  u,  v,  w;  u',  v',  w';  u",  v", 
w"  s'évanouiront,  et  les  équations  (i3),  réduites  aux  suivantes 

(li^  ôy^  ôz-  ÔJc  dy  ôz  <)a-       '  '  dl^ 

^   '^       ^      (}x2  c)v^  (?:;^  (^/ d^  dxdy      '^  Ot- 

flv^  ôy'  dz'  dz  dx  ôy  Oz       '  '  ât^ 

coïncideront  avec  les  formules  (G8)  de  la  page  235  du  troisième  Vo- 
lume (*).  Enfin,  si  des  formules  (i3)  et  (i4)  on  veut  tirer  celles  qui 
expriment  l'équilibre  d'un  corps  élastique,  il  suffira  d'annuler  les  trois 
expressions 

à^       àHi        ^ 
^^'"^^      ,  âl^'      ôf'      ôf' 

Concevons  à  présent  que  le  corps  élastique  se  réduise  à  une  placjue 
élastique  naturellement  plane  et  d'une  épaisseur  constante.  Désignons 
par  ii  l'épaisseur  naturelle  de  la  plaque,  et  prenons  pour  plan  des  x, 
y  celui  qui  divisait  primitivement  cette  épaisseur  en  deux  parties 
égales.  La  surface  moyenne,  après  avoir  coïncidé  dans  l'état  naturel 
avec  le  plan  des  a?,  j,  se  courbera,  en  vertu  du  changement  de  forme 
de  la  plaque,  mais  son  ordonnée  restera  très  petite.  Désignons  par 
f{x,y)  cette  ordonnée,  et  faisons,  de  plus, 

(i6)  s  =  z—f{x,y), 

z  étant  l'ordonnée  d'une  molécule  quelconque  m  prise  au  hasard  dans 
l'épaisseur  de  la  plaque.  Enfin  soient 

(17)  A  =Ao  +  A,.ç-i-...,        F  =Fo4-FiS-f-...,        lî  — lio+Bi-îH----, 

(18)  ;   =to  +;i •«-+-••  -,        n  =Yîo  +  -Oi. •>•+.. .,        Ç  =Ço  +?!•«  H--  •  •» 

(19)  \z=Xo+X,,Ç  +  ...,  Y  =  V„+  Y,.9+...,  Z:=Zo-+-Z,5  +  Zj^  -^.. 


(')  OEuvres  de  Cnuchj,  S.  II,  T.  VIII,  p.  27'). 
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les  développements  de  A,  F,  B;  ^,  y],  î^;  X,  Y,  Z  suivant  les  puissances 
ascendantes.de  s,  dans  le  cas  où  l'on  prend  ^,  j  et  ^  pour  variables  in- 
dépendantes. En  supposant  que  la  plaque  élastique  se  meuve  et  soit 
extérieurement  soumise  à  une  pression  normale  désignée  par  P,  on 
établira,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  troisième  Volume  (pages  337 
et  338)  ('),  les  trois  équations 


Seulement,  pour  obtenir  les  valeurs  des  fonctions  Ao,  F^,  B^;  A,,  F,. 
B,  exprimées  ii  l'aide  des  dérivées  partielles  de  Hq,  r^o,  'Co,  il  ftiudra 
combiner  les  équations  (9)  de  la  page  33i  (^),  c'est-à-dire  les  trois 
formules 

(22)  E  =  0,  J)  =  0,  (:=r-l\ 

qui  subsisteront  encore  pour  s  =  —  i  et  pour  s  =  i,  non  plus  avec  les 
équations  (58)  de  la  page  339  ('),  mais  avec  les  équations  (.5)  et  ((>). 
On  aura  donc,  pour  ,v  —  —  i  et  pour  s  =  i, 

o^v  dj  àz  \dz        âfj  \dj;       dzj  \dy       ôx) 

OJc  âr  dz  \àz        âvj  \dx       àzj  \ây       dxj  ' 

puis,  en  substituant  les  valeurs  des  fonctions 

ÔX       ôz       dv       dz       ôz 


(•)  OEuvres  de  Cauc/if,  S.  II,  T.  VIII,  p.  SgS. 

(2)  Ihid.,  p.  385. 

(3)  lOid.,  p.  394. 
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tirées  dos  formules  (^3),  dans  celles  des  équations  (j),  (6)  qui  déter- 
minent les  pressions  A,  F,  B,  on  trouvera 

/    .  àc,       .  On         f  de       an  \      ,» 

I  O.V  Oy  \âf       ax  j 

a,  b,  c,  ^,  c,  f,  u,  u,  m  désignant  de  nouveaux  coefficients  dont  les  va- 
leurs seront 

,  ,.  v2(dc  — 11"^  -t-  u2(ec  —  v'2)  +  e*(cd  — \\"'^)->r  2uo(v''w"— eu")  -f-  2ev(u"\v''—  dv")  -\-  2vu(ii"v"—  c\v") 


(■>.7)    li  =  b  — 


edc  —  eu"-  —  d  v"^  —  cvv"^  -h  %  u"  v"  w" 

v'2(;dc  —  u"2)  -f-  u'2(ec  —  v"2)  +  d2(cd  —  w"^)  -4-  2u'd(v"\v"—  eu")-i-  2dv'(u"w"— dv") -h  •2u'v'iu"v"—  c\v") 

edc  —  eu":'  —  dv "^  —  cw"^  h-  9.  u"  v" \v" 

u'^ ( de  —  u"- )  -I-  v'2( ec  —  w"2 ) -u  w"2( ed  —  w"- )  -h  9.  v'\v"( v" -\v"—  eu" )  -4-  2  w"  u  ( u" w"  —  dv" )  -+-  ■>.  u v'(u"  v"  —  cw"  ) 

edc  —  eu"-  —  dv"2 —  c\v"'^-f-  '2u"v"w" 


,      v'u(dc— u"-)+uVXoc— v''^)-l-d\v"(ed---^v"•^)-^-(u^v"-^^dv')(v"\\^"— eu")+(du-4-v'\v")('»''\v"— dv")+(v'-+uu')(u"v''— c\\") 
~  edc  —  eu"-  —  dv"'^ —  c\v""^  -+-  2  u"  v"  w"  ' 

uv(dc  — u"-)-i-v'u(oc — v'2)-f-\v"e(ed— \v"'^)-+-(v'e-t-w"u)(v"vv" — eu")-(-(w"v-i-ue)(u'w'' — dv')+(M2^-vv')(u"v"— cw") 

( Jo)  c  =\v ^ j J- —j: — ^-j — J, _' , 

edc  —  eu  '  — d/-— cw -2-1- 2u  V  w 

V  v^dc— u"2)+uu'(ec  —  v'2)-i-ed(ed  —  w"2) -I- (ud -H  eu')  (v"w"— eu'')H-(ev'-Hvd)  (u"vv"— d  v'')+(vu'-f- uv')(u"v"— cw') 
^  edc  —  eu  -  —  dv  '  —  cw  -  -+-  2  u  v  w 

I    J  _  V  (  u"  w"  —  dv"  )  -h  u  (  v" w"  —  eu"  )  +  e  (  ed  —  w"^  ) 

(32) 


edc 

—  eu"^  — 

dv"^  — 

cw"'^ 

-h-2u"v"vv" 

v' 

'(u' 

■'w"- 

dv")  +  u 

'(v"w" 

—  eu 

")  +  d(e([- 

w"= 

') 

edc 

—  eu"^  — 

dv"^- 

cw"- 

-+-2U"V"W" 

(I 

(u" 

w"  — 

dv")  -+-  v' 

(v'Sv''- 

-  eu" 

)  4-w"(ed- 

w" 

') 

edc.  —  eii"^  —  dv"^  —  cvv"^  -i-  1  u"  v"  w 


Or,  si,  après  avoir  développé  les  deux  membres  des  formules  (25)  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  s,  on  pose  successivement  dans  ces 
formules  s=^  —  i,  s  =1  i,  on  en  conclura,  en  négligeant  les  termes  pro- 
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portionnels  au  carré  de  i, 

dx  à  y  \ày        dx 

(34)  {  B,=  f^^+b^4-^f^'+^'' 

(/oj?  <;  >'  \  a  y        ax 

c/d?  »/  \dy        ax  J 

D'autre  part,  si  l'on  nomme  U,  V,  W  des  fonctions  de  oc,  y,  z  propres 
à  vérifier  les  formules 

I    e  U  +  w"  V  4-  v"  W  =  —  V  -r-^  —  v'  ^r u  U-^  +  -—    , 

i  dx  a  y  \ay       ax  J 

/o-\       ]      lll^       1  \r         nwT  àc  I  d(]         ,  ( dl        dn\ 

(3o)       -;   W  U  +  cl  V  4-  u"  W  =1  —  u  -T-^  —  u V     -^  -H  T-  h 

j  ax  ()y  \dy       dx  J 

X"  U  +  u"  V  -H  cW  =-  e  -fi  -   cl  ^  -  w'Y#  +  ^  V-  i% 
\  ax  a  y  \ay       ax  J 

011   aura,  pour  s  = -- i  et  pour  s=i,  en  vertu  des  équations  (23) 
et  (35), 

(36)  f  +  f^U,         ^  +  |^-V,         ^-  =  W, 

az       ôx  ôz        ôy  dz 

puis  on  en  conclura,  en  prenant  pour  variables  indépendantes  œ,  y,  s 
au  lieu  de  x,  y,  z, 

(7.V  d.c  as        Oy  as 

('ela  posé,  soient 

(38)     _  U„,     Vo,     Wo 

les  valeurs  de  U,  Y,  W  correspondantes  à  ^  =  o.  On  tirera  des  for- 
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mules  (35)  et  (By),  en  développant  les  deux  membres  de  chacune 
d'elles  suivant  les  puissances  ascendantes  de  s, 


ax  dy  \dy       ôx 

(3c,)      / ;vv"Uo+dVo4-ti"Wo  =  -u^"-u'^^-  vY'^  +  ^ 
^1  OJc  ôy  \ôy         Ox 

v"Uo  +  u"  Vo  +  c  Wo=-  c  ^  -  d  ^'  -  w'Y^"  +  ^]  -  I\ 
\  ôoc  dy  \ôy        ôx 


et 


(4o) 


Par  suite  les  équations  (34)  donneront 


A  ^Uo       , 


r^r  \dy         ax  )         àx-  dy-  ôx  Oy 

'■'      -5  0 


1  Ôx  Oy  \0y         Ox  j         ôx-  Ov- 
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ôx  Or^ 


ÔX  Ôy  \  dy         Ox 


A^y  Air  Ai  y 


Si  maintenant  on  substitue,  dans  les  formules (20)  et  (21),  les  valeurs 
de  A„,  Bo,  Fo,  A,,  B,,  F,,  fournies  par  les  équations  (33)  et  (4i),  on 
trouvera 


(4'^-) 


c^x^j    '    'iJy^-'^'-ÔJ^^   -^^^-^'^ô-Jôy-^^-ôy^   ^^^'=^-0^- 


Ôx'' 


ô'-r,o 


à^-Oo     ,    ,  <^^Yîo  ô-'ci 


d%      ,   .  (^^^0 


^^■-^^^^  +  ^^"^^^"-^^^^)^+^^"-PY„=p'i;^ 


et 


"f^'Co  ,   ,     0'*t,         .,  .^    ô'*Ko         ,,    ôK,        ,  0 


(^a- 


ÔX''  0 


ôx^  ôy^      '    ôx  Oy'^         ôy 


(43) 


3   [      ôx^ 


dJ:-  ôy  ôx  Oy^  ôy* 

ÔX*  '  ôx^  ôy  ôx  ôy-  Oy^  J 


OEuvres  de  C.  —  S.  M,  t.  IX. 
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^0'  ^0'  ^^0  désignant  des  fonctions  de  a?  et  j  déterminées  par  les  for- 
mules (39). 

Les  équations  (4^)  et  (43)  sont  les  seules  qui  subsistent,  pendant 
le  mouvement  d'une  plaque  élastique  naturellement  plane  et  d'une 
épaisseur  constante,  pour  tous  les  points  de  la  surface  moyenne.  Sup- 
])Osons  d'ailleurs  cette  plaque  terminée  dans  son  état  naturel  par  des 
plans  perpendiculaires  au  plan  des  x,  y  ou  par  une  surface  cylindrique 
dont  les  génératrices  soient  parallèles  à  l'axe  des  :;.  Si  cette  surface 
(cylindrique  est  soumise  à  une  pression  normale  ^^  différente  de  P,  et  si 
l'on  désigne  par 

a,     (3     et     y  =  i- 


2 


les  angles  que  forme  avec  les  demi-axes  des  x,  y  et  ^  positives  la  nor- 
male à  la  surface  cylindrique,  prolongée  en  dehors  de  la  plaque,  les 
conditions  (34),  (35)  et  (52)  des  pages  336  et  338  du  IIF  Volume  ('), 
savoir 

(44)  (Ao+'i:')cosa  H- Fo  cos|3  =  o,         Fq  cosa  +  (Tîo+ y^)  cos;3  =:  o, 

(45)  A,  cosa  4- Fi  cosp  =  o,         F,  cosa  +  B,  cos(3  =  o, 

1   (àk,       JF,         ^  \  /JF,       ^B,         .,  \        o 

(46)  \ 

f       =K  ^ '''''' "^^^'°'^)' 

devront  être  remplies  pour  tous  les  points  de  la  surface  moyenne  situés 
sur  des  portions  libres  du  contour  de  la  plaque.  Au  contraire,  les  for- 
mules (4o)  et  (4i)  des  pages  336  et  337  du  même  Volume  (^),  savoir 

(47)  fo=o,         riQ=o,         Ço  =  o, 

(48)  li  —  o,         -/]i  =  o 

devront  être  vérifiées  pour  les  points  de  la  surface  moyenne  situés  sur 
des  portions  fixes  du  contour  de  la  plaque.  Il  est  bon  d'observer  : 

(')  OEuvres  de  Caucliy,  S.  II,  T.  VIII,  p.  Sgo  et  SgS. 
(2)  ibld.,  p.  391  et  392. 
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1°  que,  cil  vertu  des  équations  (4«).  It^s  formules  (4(3)  et  (48)  pour- 
ront être  réduites  aux  suivantes 

et 

(50)  ^4!  =  U„         |»=V, 

2"  que  des  formules  (43)  et  (49)  combinées  entre  elles  on  conclura, 
en  négligeant  les  termes  proportionnels  au  carré  de  i, 

II  ne  reste  plus  qu'à  substituer,  dans  les  formules  (44)»  (4 3)  ft  (49) 
ou  (5i),  les  valeurs  de  Ao,  Fo,  Bo»  A,,  F,,  B,  fournies  par  les  équa- 
tions (33)  et  (4i)- 

Si  l'on  voulait  considérer  une  plaque  élastique,  non  plus  dans  l'état 
de  mouvement,  mais  dans  l'état  d'équilibre,  il  suffirait  de  supprimer, 
dans  les  équations  (4^)»  (43)  et  (49)»  tous  les  termes  qui  renferment 
des  dérivées  relatives  à  /. 

Revenons  au  cas  où  la  plaque  élastique  se  meut.  Alors  les  deux  incon- 
nues E„,  Y]„,  qui  mesurent  les  déplacements  parallèles  aux  axes  des  j" 
et  j  pour  un  point  quelconque  de  la  surface  moyenne,  pourront  être 
déterminées  à  l'aide  des  équations  (4^)  réunies  aux  conditions  (44) 
ou  aux  deux  premières  des  conditions  (47);  t'"  sorte  que  les  valeurs 
générales  de  ces  inconnues  seront  indépendantes  de  la  valeur  initial(> 
de  ^0'  otpar  conséquent  de  la  forme  de  la  surface  moyenne  à  l'origine 
du  mouvement.  De  plus,  après  avoir  déterminé  Ho  et  y]o,  on  déduira  des 
formules  (39)  les  valeurs  de  Uo,  Vq»  et  de  l'équation  (43),  réunie  aux 
conditions  (45)  et  (5i),  ou  à  la  dernière  des  conditions  (47)  et  aux 
formules  (  jo),  la  valeur  générale  de  ^o-  Si  l'on  suppose  en  particulier 
que,  pendant  la  durée  du  mouvement,  les  déplacements  Ho,  yjo'  niesu- 
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rés  parallèlement  au  plan  des  x,  y,  restent  très  petits  relativement  \\ 
l'ordonnée  *Co  de  la  surface  moyenne,  ce  qui  exige  que  les  valeurs  ini- 
tiales de  H„,  -/^o  soient  elles-mêmes  très  petites  relativement  à  la  valeur 
initiale  de  '(«;  alors,  en  négligeant  tous  les  termes  qui  renferment  E„ 
ou  7]o,  on  tirera  des  formules  (3()) 

(02)  Uo=o,         Vo=o. 

Par  suite,  les  équations  (40»  (4^)  deviendront  respectivement 


(53) 


^\  —  —  "t-^ 


Bi 


^0 

,1/     -51)  1     <^     so 


Air 

F'J    'îC 
I  =  —  f  1— . 
OX- 


Ôx  ùy 

à' Ko  ^ 
dx  ôy 

Aî  -r  AI  y 

ôy-  ôx  ôy 


2D 


(54) 


Ôx* 

'9 


^'i^ôj^^'"^^-'^S^- 


'^'?«  +  k 


ôx  ôy^ 


[Zo+^(5 


et  les  équations  (5o),  (5i)  se  réduiront  aux  suivantes  : 


<=^'               i" = 

'^«)[^-^-K'^'-^)] 

r(?F,     ôB 

cos  a  +    -^i h-  -T— 

p(Y.  +  f?)]cosP=o. 


Les  diverses  formules  que  nous  venons  d'établir  se  simplifient,  lors- 
qu'on suppose  la  plaque  élastique  extraite  d'un  corps  solide  qui  offrait 
trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  et  parallèles  aux  axes  des  oo,y,  z. 
Alors  les  coefficients  u,  v,  w,  u',  v',  \v',  u",  v",  w"  s'évanouissent,*etles 
formules  (2G),  (27),  (28),  (29),  (3o),  (3i),  (82)  se  réduisent  à 


,.   -  e- 

(07)        arr:  a ; 


V  z=h ; 

C 


r  =  f,         ÎJ  =  o, 


o, 


t  =  f 


(10 

c 


(58) 


—  y 
C 


vo  =z  o. 
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Alors  aussi  ou  tire  des  formules  ('^9) 
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(59) 


e  d'co       cl  doo       P 
c  dj:.-        c  df        c 


Par  suite,  les  valeurs  de  A„,  By,  Fo,  A,,  B,,  F,,  déterminées  à  l'aide 
des  équations  (3'i),  (4  r),  deviennent 

|A.=  l[(ae-c.)|  +  (fc-de)|=-Pe], 
B.=  i[(rc-dc)§+(l,c-a')|?-lM], 


(Go) 


F.  =  f(f«  +  ^ 


(60 


I 

I 


ù'K, 


'■  =  --j['""^''>"^'^''''= 


--m 

or 


Bi  =  --|(fc-de)-^"-h(bc-  d^)^"] 
c  I  0-^  Oj-  J 


et  les  formules  (4^),  (43)  donnent,  pour  un  point  quelconque  de  la 
plaque  élastique. 


(62) 


c        ôx''         oy^ 

d-r\o       bc— »d^c)-Y)„       afc  —  de    d'^l^ 
Ôjc'^  c         dj^  c         ôx  dy 


pYo  = 


(63) 


+  0 


0^ 


Quant  aux  conditions  qui  devront  être  vérifiées,  dans  riiypothèsc  ad- 
mise, pour  les  points  situés  sur  le  contour  de  la  surface  moyenne,  on 
les  obtiendra  immédiatement,  si  Ic^k  bords  de  la  plaque  sont  libres,  en 
substituant  les  valeurs  de  Ao,  B^,,  Fq,  A,,  B,,  F,  dans  les  formules  (44  ). 
(4^),  (5(>),  et  elles  coïncideront,  si  les  bords  de  la  plaque  deviennent 
fixes,  avec  les  formules  (47)  et  (55). 
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On  peut  encore  remarquer  Ja  forme  que  prennent  les  équations  (42) 
et  (54)  dans  le  cas  où  l'on  suppose  la  force  accélératrice  9  et  les  pres- 
sions P,  (£  réduites  ii  zéro.  Alors  ces  équations  deviennent  respective- 
ment 


(64) 


(65) 


âx'  dx  dy         dy'  âx''        ^   ^    '  ôx  dy  dy'       ^  df 

dx^  ^      àxdy^     ây'  ^    dx^        ^   ^^  dxdy^     dy^  "^  df' 


On  voit  par  ce  qui  précède  comment  les  variations  de  l'élasticité 
influent  sur  la  forme  des  équations  qui  déterminent  les  mouvements 
d'une  plaque  élastique.  Les  formules  qu'on  avait  obtenues  en  suppo- 
sant que  l'élasticité  restait  la  même  dans  tous  les  sens  ne  renfermaient 
qu'un  seul  coefficient  dépendant  de  la  nature  de  la  plaque.  Mais  cette 
supposition  ne  s'accorde  pas  avec  les  phénomènes  observés  par  les 
physiciens;  et,  pour  obtenir  des  résultats  comparables  à  l'expérience, 
il  faudra  généralement  recourir  aux  formules  (42),  (54),  (64),  etc., 
après  avoir  déterminé  les  six  coefficients  qu'elles  renferment,  et  qui 
tiennent  la  place  des  quinze  coefficients  compris  dans  les  équations 
générales  du  mouvement  d'un  corps  élastique. 


SUR  L'ÉQUILIBRE 

ET   LE 

MOUVEMENT  D'UNE  VERGE  RECTAISGULAIllE 

EXTRAITE  D'UN  CORPS  SOLIDE 

DONT    l'élasticité    n'eST    PAS    LA    MÊME   EN    TOUS    SENS. 


Quand  une  plaque  élastique  naturellement  plane,  et  semblable  h 
celle  que  nous  avons  considérée  dans  l'article  précédent,  se  trouve 
latéralement  terminée  par  deux  surfaces  cylindriques  très  rapprochées 
l'une  de  l'autre,  elle  devient  ce  que  nous  nommons  une  verge  rectan- 
gulaire. L'axe  de  cette  verge,  qui  en  général  est  une  courbe  plane,  se 
réduira  simplement  à  une  droite,  si  les  deux  surfaces  cylindriques  se 
transforment  en  deux  plans  parallèles.  Supposons  d'ailleurs  que  l'on 
choisisse  pour  plan  des  x^  y  celui  qui  divise  l'épaisseur  de  la  plaque, 
prise  dans  l'état  naturel,  en  deux  parties  égales,  et  pour  axe  des  x  l'axe 
de  la  verge.  Enfin  soient  ii  l'épaisseur  primitive  de  la  plaque,  et  ih  la 
distance  comprise  entre  les  plans  parallèles  qui  la  terminent  latérale- 
ment, c'est-à-dire  l'épaisseur  de  la  verge  mesurée  dans  le  plan  des  x,y. 
Les  épaisseurs  ih,  ii  seront  précisément  les  deux  côtés  du  rectangle 
qu'on  obtiendra  en  coupant  la  verge  par  un  plan  perpendiculaire  à  son 
axe.  D'autre  part,  si  l'on  adopte  les  notations  et  les  principes  exposés 
dans  l'article  précédent,  les  déplacements  Ço»  ^o  relatifs  à  un  point 
situé  sur  la  surface  moyenne  de  la  plaque  élastique,  et  mesurés  paral- 
lèlement aux  axes  des  x  et  y,  devront,  pendant  le  mouvement  de  la 
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plaque,  acquérir  des  valeurs  telles  que  les  formules  (20)  de  la  page  14, 
savoir 

et  les  formules  (44)  àc  la  page  18,  savoir 

(2)         (Ao-1-It'')cosa  +  Focosi3  =  o,         Fo  cosa  +  (Bo+ (?)  cos(3  =  0, 

soient  vérifiées,  les  deux  premières  pour  tous  les  points  de  la  surface 
moyenne,  et  les  deux  dernières  pour  tous  les  points  situés  sur  le  con- 
tour de  cette  surface,  A^,  Fo,  Bo  étant  des  fonctions  de  a^,  y  détermi- 
nées par  les  équations  (33)  de  la  page  iG,  c'est-à-dire  par  les  sui- 
vantes : 


ôj:  âf  \df        dx 

fF„  =  cf^4-^^+/^4-^)-Pu,. 
Ox  ôj         \dy        dx  J 

11  est  essentiel  de  rappeler  que,  dans  les  équations  (t),  (2),  (3),  p 
désigne  la  densité  de  la  plaque,  regardée  comme  constante;  P,  ^^  les 
pressions  supportées  :  i"  par  les  plans  qui  terminent  la  plaque  du 
côté  des  z  positives  et  du  côté  des  z  négatives,  2«  par  les  plans  ou  sur- 
faces cylindriques  qui  la  terminent  latéralement;  X^,  ¥„  les  projec- 
tions algébriques  sur  les  axes  des  a?  et  j  de  la  force  accélératrice 
appliquée  à  un  point  quelconque  de  la  surface  moyenne;  et  a,  (3  les 
angles  formés  avec  les  demi-axes  des  x  ai  y  positives  par  la  normale 
élevée  dans  le  plan  des  x,  y  sur  le  contour  de  cette  surface. 

Concevons  maintenant  que,  la  plaque  élastique  étant  réduite  à  une 
verge  rectangulaire,  on  désigne,  comme  dans  l'article  précédent,  par 
^,  Y],  'C  les  déplacements  parallèles  aux  axes  d'une  molécule  quel- 
conque m  qui  correspond,  dans  l'état  de  mouvement,  aux  coordon- 
nées X,  y,  z;  par  X,  Y,  Z  les  projections  algébriques  de  la  force  accé- 
lératrice appliquée  à  cette  molécule;  et  par  A,  F,  E;  F,  B,  D;  E,  D,  C 
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les  projections  algébriques  des  pressions  ou  tensions  exercées  au 
point  (x,y,z)  contre  trois  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés. 
Soient  de  plus  r,  r'  les  distances  comprises  dans  l'état  de  mouvement  : 
i"  entre  l'axe  de  la  verge  et  la  droite  menée  par  la  molécule  m  parallè- 
lement à  l'axe  des  z;  2**  entre  la  molécule  m  et  le  point  de  la  même 
droite  qui  se  trouvait  primitivement  renfermé  dans  le  plan  des  ^,  r- 
Enfin,  supposons  que  l'on  développe  les  quantités  H,  v^,  t,  X,  Y,  Z,  A, 
B,  C,  1),  E,  F,  considérées  comme  fonctions  de  x,  r  et  r',  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  r,  r';  et  joignons  en  conséquence  à  la  for- 
mule 

(4)  ^  =  to,o+^.,o/-4-;o,i/-'+i(ç2,o/'-+2£,,,/v'+>o,o/-'^)+... 

toutes  celles  qu'on  en  déduit  quand  on  y  remplace  la  lettre  ^  par  l'une 
des  lettres  y],  '(,  X,  Y,  Z,  A,  B,  C,  D,  E,  F.  Les  fonctions  de  x  et  de  y, 
désignées  dans  les  formules  (i),  (2),  (3)  par  Eo,  y],,»  X^,  Yq,  Ao,  F„,  B„ 
se  confondront  avec  les  valeurs  de  ^,  y],  X,  Y,  A,  F,  B  correspondantes 
à  r'  =  ().  Donc  elles  seront  données  par  des  équations  de  la  forme 

,.•2  ,-i 

Remarquons  d'ailleurs  que  les  deux  quantités  désignées  par  ^„  „'  "^jo... 
dans  les  équations  (4)  et  (5)  sont  précisément  les  valeurs  de  ^  et  de  y] 
correspondantes  à  un  point  situé  sur  l'axe  de  la  verge. 

En  résumé,  l'on  voit  que,  pendant  le  mouvement  d'une  verge  droite 
et  rectangulaire,  les  déplacements  ^„,  y]„  d'une  molécule  primitivement 
renfermée  dans  le  plan  des  x,  y,  et  les  déplacements  ^«.o'  ^0,0  d'un 
point  primitivement  situé  sur  l'axe,  se  déduiront  des  formules  (i), 
(2),  (3),  (5),  dont  la  première  et  les  deux  dernières  devront  être  véri- 
fiées pour  tous  les  points  de  la  section  faite  dans  la  verge  par  le  plan 
des  X,  y,  tandis  que  la  seconde  devra  être  vérifiée  pour  tous  les  points 
situés  sur  le  contour  de  cette  même  section.  Or  les  formules  (i),  (2), 

(5)  sont  entièrement  semblables  aux  formules  (2),  (4),  (22)  des 

OF.uvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IX.  4 
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pages  24G,  247,  25o  du  HI'^  Volume  {');  et,  pour  tirer  les  unes  des 
autres,  il  suffit  de  remplacer  A,  F,  B,  X,  Y,  ^,  ■/]  par  A»,  Fo,  Bo,  X^,  Y„, 

^o,-^o,  Ppar$,.x-  =  ||par^,^=:gpar^,enfin^„,^,,i„..., 

■'lo'  ^n  1^2'  •••  par  Ço,o»  ^1,0'  ^2,0»  •••»  ■'^o.o'  ^1,0'  ^2,0' Celaposé, 

on  pourra  immédiatement  transformer  les  équations  qui  expriment  le 
mouvement  d'une  lame  élastique  droite  et  d'épaisseur  constante,  c'est- 
à-dire  les  équations  (46)  de  la  page  255  du  IIP  Volume  (-),  de  manière 
à  obtenir  les  équations  du  mouvement  de  la  verge  droite  et  rectangu- 
laire qui,  étant  coupée  par  le  plan  des  x,  j,  offrirait  la  même  section 
que  la  lame  élastique.  En  effet,  pour  opérer  la  transformation  dont  il 
s'agit,  il  suffira,  dans  les  équations  (46)  de  la  page  255  du  IIP  Vo- 
lume (^),  de  substituer  aux  quantités 

so>     si>     Xo,     Xi,     Y)o,     fi2,     Yq,     Y2,     Aq,     Al 
les  quantités 

^0,0»        ^1,0>        -?^0,0»         ^1,0»        1^0, 0>        1^2,0»  "^0,0»        Y2,o>        Ao,o,        Aj^qÎ 

et  alors,  en  réduisant  le  polynôme 

au  seul  terme  ^  ~;)^'  vis-à-vis  duquel  les  deux  autres  peuvent  être 
négligés,  on  trouvera 

^^>  -;7:;;r+pXo.o-p-:T7r-' 


Il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  les  quantités  A^^^,  A,,o»  produites  par  le 
développement  de  A»  suivant  les  puissances  ascendantes  de  r,  à  l'aide 

(')  OEuores  de  Cauc/ij,  S.  11,  T.  VIII,  p.  290  et  ?.g4. 

(2)  Ibid.,  p.  299. 

(3)  Ibui.,  p.  299. 
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des  dérivées  partielles  de  ^o,n»  vio.o-  Pour  y  parvenir,  on  observera 
d'abord  que  la  section  primitivement  faite  dans  la  verge  par  le  plan 
des  X,  y  était  comprise  entre  deux  droites  parallèles  à  l'axe  des  x  et 
représentée  par  les  équations 

(8)  *       y  =  -lh       y^h. 

Or  les  deux  courbes,  dans  lesquelles  ces  deux  droites  se  transforment 
en  vertu  des  déplacements  infiniment  petits  des  molécules,  diffèrent 
infiniment  peu  de  ces  mêmes  droites.  Donc,  si  l'on  désigne  par  a,  ^ 
les  angles  que  forme  la  trace  du  plan  normal  à  l'une  de  ces  courbes 
sur  le  plan  des  x,  y  avec  les  demi-axes  des  x  et  y  positives,  on 
aura  sensiblement,  c'est-à-dire  en  négligeant  les  quantités  infiniment 
petites, 

(9)  COSa  =  o,  cospmzpi; 

et  les  équations  (2)  donneront  à  très  peu  près,  pour  les  points  situés 
sur  les  courbes  dont  il  s'agit, 

(ïo)  Fo=ro,       Bo  =  -^. 

De  plus,  comme  une  droite  primitivement  parallèle  à  l'axe  des  y,  et 
propre  à  mesurer  la  demi-épaisseur  h  de  la  verge  dans  l'état  naturel, 
changera  très  peu  de  longueur  et  de  direction  en  raison  des  déplace- 
ments infiniment  petits  des  molécules,  il  est  clair  que,  pendant  la 
durée  du  mouvement,  —  h,  +h  seront  à  très  peu  près  les  valeurs  de  r 
correspondantes  aux  deux  courbes  déjà  mentionnées.  Donc,  en  vertu 
des  formules  (10)  réunies  aux  équations  (3),  on  aura,  sans  erreur  sen- 
sible, pour  r  =  —  A  et  pour  r  =  h, 

\     dx  dy         \dy       Ox) 

!     d.f  ôy         \dy        ÔJiJ 

puis  en  substituant,  dans  la  {)remière  des  équations  (3\  les  valeurs 
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des  fonctions 

,  ^-  .     drio       d^o    ,    àrio 

df       dy        ôx 

tirées  des  formules  (i  i),  savoir, 

I  ()ç„        ôrio        (bro  — &ii)l>-^J'r        ^i—u  dco 


(.3)- 


()y        djc  bf  —  i)-  bc  —  V^  ôx 

Orif)        (ro  —  biB)P  — f^^         eîi  —  cf  r}co 


dy  bf  —  b'^  br  —  i'^  ôx 

et  faisant,  pour  abréger, 

bf-bc  rt-cf 

('^)  bT^rp^i^'       brr^^'' 

abf  —  ab^— bc^ — ff^+2îicf  ^, 

(,o)  ^^— ^ =pi2-, 

(i6)  lie  — (u  +  kai4-it>)P  =  n, 

on  trouvera 

(17)  Ao=pi2^g+n. 

Concevons  à  présent  que,  en  ayant  égard  à  la  première  des  équa- 
tions (5)  et  à  l'équation  analogue 

/•- 

(18)  Ao— Ao,o+ A,,o/"  + A2,o--  +•  •  •» 

on  développe  les  deux  membres  de  la  formule  (17)  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  r.  Si  l'on  y  pose  ensuite  successivement  r=i  —  h, 
r=^h,  on  en  conclura,  en  négligeant  les  termes  proportionnels  au 
carré  de  A, 

(19)  A„:=p£>=^«_^,n, 

D'autre  part,  en  prenant  x  et  r  pour  variables  indépendantes  au  lieu 
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de  00,  y,  et  faisant 

^^'^  br  — b^  ""      '  br-li-^  —  "» 

on  tirera  des  équations  (i3)  réunies  aux  formules  (i4) 

^      '  dr         Ox  dx  or  ax 

puis,  en  développant  les  deux  membres  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  r,  posant  r—±  h,  et  négligeant  les  termes  de  l'ordre  de  h, 
on  trouvera 

(23)  ^M-^^^-i^-^+ii.     '^''0-^-^:7 +  "• 

Par  suite,  l'équation  (20)  donnera 

Si  maintenant  on  substitue  dans  les  formules  (6)  et  (7)  les  valeurs 
de  A,,  „,  A,,o  fournies  par  les  équations  (19)  et  (24),  on  obtiendra  les 
suivantes  : 

(26)         1>2-.^-      — — k 


6l^^     ' 

0.0+    g   1   Y2,on 

<iX,,n 

3  \   JvC*  ôx^  J         ôt- 

Les  équations  (25)  et  (2G)  sont  les  seules  qui,  pendant  le  mouve- 
ment d'une  verge  élastique  naturellement  droite,  subsistent,  pour  tous 
les  points  de  l'axe,  entre  les  variables  indépendantes  x,  t,  et  les  dépla- 
cements ^0,0'  "'lo.o  mesurés  parallèlement  au  plan  des  Xy  y.  Ajoutons 
que,  les  fonctions  ^0,0»  ^jo,o  étant  supposées  connues,  on  déterminera 
sans  peine  les  valeurs  approchées  des  pressions  Ao,  F„,  Bo  et  des  dépla- 
cements ^0»  ^0  relatifs  à  un  point  pris  au  hasard  dans  le  plan  des  x,  y. 
En  eflet,  les  équations 

(27)  .  ^'o=Ho,o-l-Çi,o/',  ■'io=Tno,o-HTni,o'". 

(28)  Ao  =  Ao,o-i- A,,o/", 
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réunies  aux  formules  (19),  (23)  et  (24),  fourniront  les  valeurs  de  Ho, 
7]o,  Ao,  aux  quantités  près  de  l'ordre  de  h?.  Quant  aux  valeurs  appro- 
chées de  Fo,  Bo,  elles  seront  déterminées  par  des  équations  semblables 
aux  formules  (47)  de  la  page  255  du  IIP  Volume  ('),  et  que  l'on  dé- 
duira immédiatement  de  ces  formules  en  écrivant 

To»        "o>        41,0»        ^1,0,        ^1^0»        Yj^o»        Aj^o        6t        T 

au  lieu  de 

F,    B,     i„    n„    X,,    Y„    A,     et    P. 

On  trouvera  ainsi,  en  négligeant  les  termes  proportionnels  au  cube 


(29) 


(B.  =  -.^-.ip(Y„.-!^»)(..-..,. 


Il  est  maintenant  facile  d'établir  les  conditions  particulières  aux- 
quelles doivent  satisfaire  les  deux  fonctions  ^,,,0,  y]o,o  pour  les  points 
situés  aux  extrémités  de  l'axe  de  la  verge.  Effectivement,  si  l'on  sup- 
pose la  verge  terminée  du  côté  des  ce  positives  et  du  côté  des  ce  néga- 
tives par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe,  et  qui  supportent  en 
chacun  de  leurs  points  une  nouvelle  pression  désignée  par  |l,  on  aura, 
pour  ces  mêmes  points, 

(3o)  A=-V,         Frr-_o; 

puis,  en  posant  dans  les  formules  (3o)  r'  =  o,  on  trouvera 

(3i)  Ao  =  -îi,         Yo^o. 

Entin,  après  avoir  substitué  dans  ces  dernières  les  valeurs  de  A„,  F^, 
tirées  des  équations  (28)  et  (29),  on  en  conclura 

(32)  Ao,o  =  -P, 

(33)  A„„=„,         1a,.^p(x,„.-^.)=o 

(')  OEuiTcs-  de  Ccuichy,  S.  II,  t.  VIII,  p.  -299. 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  formules  (19),  (23),  (24), 
(25)  et  (26), 

(34)  î2^^»  +  !Lj-^^-o, 

ax  p 

Les  conditions  (34)  et  (35)  devront  être  remplies  pour  chacune  des 
deux  extrémités  de  la  verge  élastique,  si  ces  deux  extrémités  sont 
libres.  Au  contraire,  si  ces  extrémités  deviennent  fixes,  ou  plutôt,  si, 
les  extrémités  de  l'axe  étant  fixes,  les  points  renfermés  dans  les  plans 
qui  terminent  la  verge  du  côté  des  x  positives  ou  négatives  sont  assu- 
jettis de  manière  à  n'en  point  sortir,  on  aura,  pour  les  abscisses  cor- 
respondantes aux  plans  dont  il  s'agit,  non  seulement 

(36)  ^0,0  =  0, 

mais  encore 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  r,  r',  et  par  conséquent 
(38)  |,,o  =  o 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(39)  ^"  =  k^4-n'. 

0<K  dx 

Si  la  verge  élastique  oflrait  une  extrémité  libre  et  une  extrémité  tixe, 
les  conditions  (34),  (35)  devraient  être  vérifiées  pour  la  première 
extrémité,  et  les  conditions  (3G),  (37),  (39)  pour  la  seconde. 

Les  équations  et  conditions  ci-dessus  établies  suffisent  à  la  détermi- 
nation complète  des  inconnues  ^0,0,  y]^,^  qui  représentent,  pour  un 
point  quelconque  situé  sur  l'axe  de  la  verge,  les  déplacements  me- 
surés parallèlement  au  plan  des  x,  y.  Si  l'on  voulait  déterminer  en 
outre  le  déplacement  '(„,„  de  ce  point  dans  le  sens  de  la  coordonnée  -, 


32  SUR  L'ÉQUILIBRE  ET  LE  MOUVEMENT 

on  y  parviendrait  sans  peine  on  échangeant  entre  elles,  dans  les  cal- 
culs qui  précèdent,  les  quantités  qui  correspondent  à  l'axe  des  j  et  à 
l'axe  des  z.  Alors  on  retrouveraittoujours  les  équations  (6),  (19)  et 
(25),  ainsi  que  les  conditions  (34),  (36).  Mais  les  équations  (7), 
(20),  (28),  (24),  (26)  seraient  remplacées  par  d'autres  équations  de 
la  forme 

(42)  .o,i+^^r-^^^+n„      c„,,_c-^  +  n,, 

(^3)  A„,,-pP--^^^^---^ 

(44)       ^'t    -x::r -^-^ïx:r+ -Tï7^=  ^0,0+ 7î    7.0,2+2 


3  V  <^^*  <^-*'*  J        àt'-  "'"      6  V    '  dx 

M,  jT,  n,,  lia  désignant  quatre  nouveaux  coefficients  dont  les  valeurs 
seraient  données  par  des  formules  semblables  aux  équations  (i4)  ou 
(21),  et  i  l'épaisseur  de  la  verge  mesurée  parallèlement  à  l'axe  des  z. 
Pareillement,  à  la  place  des  conditions  (35),  (37),  (39)  on  trouverait 
celles-ci  : 

En  résumé,  pour  obtenir  la  valeur  de  l'inconnue  E„^o'  il  suffira  d'in- 
tégrer l'équation  (25)  de  manière  à  remplir,  pour  chaque  extrémité 
libre  de  la  verge,  la  condition  (34),  et  pour  chaque  extrémité  fixe  la 
condition  (36).  De  même,  on  obtiendra  la  valeur  de  l'inconnue  yj„,o  à 
l'aide  de  l'équation  (26)  réunie  aux  conditions  (35),  ou  bien  aux  con- 
ditions (37)  et  (39),  et  la  valeur  de  l'inconnue  'C„  „  à  l'aide  de  l'équa- 
tion (44)  réunie  aux  conditions  (4'>)»  ou  «'lux  conditions  (46).  Ajou- 
tons que,  les  inconnues  Ep,,,»  yjo,,,.  Co,o  étant  une  fois  déterminées,  on 
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pourra  fixer  la  valeur  approchée  de  l  à  l'aide  des  formules  (23)  et 
(4^)  réunies  à  la  suivante 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'aide  de  la  formule 

(48)  ^=5,.^ (.%-» - ^. +„') ,.^ (*-!.. ^ ip  ^„,),, 

Effectivement,  si  l'on  regarde  les  épaisseurs  i/i  et  2ï  comme  des  quan- 
tités infiniment  petites  du  premier  ordre,  la  valeur  générale  de  l,  ou  le 
déplacement  d'un  point  quelconque  de  la  verge  élastique,  mesuré  pa- 
rallèlement à  l'axe  des  jp,  sera  déterminé  par  l'équation  (48)  avec  une 
approximation  qui  ne  comportera  qu'une  erreur  du  second  ordre  seu- 
lement. 

Si  l'on  voulait  considérer  une  verge  élastique,  non  plus  dans  l'état 
de  mouvement,  mais  dans  l'état  d'équilibre,  il  suffirait  de  supprimer, 
dans  les  équations  (25),  (26),  (44),  les  dérivées  relatives  à  /,  savoir  : 

^'^0.0         ^^-T^o.o         ^-go.o 

et  dans  la  seconde  des  formules  (35)  ou  (45),  le  terme 

dx  dx 

qui,  en  vertu  de  l'équation  (26)  ou  (44),  diffère  très  peu  de  l'expres- 


sion 


dx  èf  dx  dt^ 


Revenons  au  cas  où  la  verge  élastique  se  meut.  Si  l'on  suppose  cetti 
verge  extraite  d'un  corps  solide  qui  ofi'rait  trois  axes  d'élasticité  rec 
tangulaires  et  parallèles  aux  axes  des  x,  j,  z,  les  neuf  coefficients  dé 
signés  dans  l'article  précédent  par 


u,  V,  w,     u',  y',  w',     n\  \\  w" 

OFAivres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IX. 
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s'évanouiront,  et  les  constantes  a,  b,  c,  ïi,  e,  f;  u,  u,  u)  seront  détermi- 
nées par  les  formules  (07),  (58)  du  même  article.  En  conséquence, 
les  formules  (i4).  (i5),  (iG)  et  (21)  donneront 

//  \  L  ,       de  —  cf 

(49)  k  =  o,         l 


(5o)  p9J 


bc  — (1^ 
abc  —  ad^—  be^—  cP-h  2def 


(  52  )  n'ir:  O,  n^^r  i— ^-  P  -  -,       ^     „  f . 

'  '  bc  —  d''  bc  —  d^ 

On  trouvera,  de  même,  en  substituant  aux  quantités  k,  i;  IL,  11"  les 
quantités  ^,  ^;  II,,  IIo,  et  en  changeant  entre  elles  :  i"  les  deux  let- 
tres b  et  c,  2°  les  deux  lettres  e  et  f,  3°  les  pressions  P  et  <-£, 

(53)  &=o,         f=^^:. 

(54)  n.  =  o,      n.=  g^.$^j^P. 

Cela  posé,  dans  l'hypothèse  admise,  les  équations  (26),  (44)»  qui 
fournissent  les  valeurs  de  y]o,o,  '^o.o  relatives  à  un  point  quelconque  de 
l'axe  de  la  verge,  deviendront  respectivement 

tandis  que  l'on  aura,  pour  une  extrémité  libre, 

/KQ\  ^    S0,0  ^  rï2  "     '0.0  V  ,      "^0,0 
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et,  pour  uno  extrémité  fixe, 

(59)  ^0,0=0,  — -=0, 

(60)  Co,0=0,  -~-—0. 

Au  reste,  il  n'est  pas  nécessaire  de  recourir  à  l'hypothèse  donl  il  s'agit 
pour  obtenir  les  équations  (55),  (5G)  avec  les  conditions  (57),  (58), 
(59),  (60),  et  l'on  retrouvera  encore  ces  diverses  formules,  si  l'on 
suppose  les  valeurs  de  ^o.o»  ^0,0  constamment  nulles,  pendant  le  mou- 
vement de  la  verge  élastique,  ainsi  que  les  deux  pressions  extérieures 
P,  tg. 

Concevons  à  présent  que  la  force  accélératrice  9  devienne  constante 
et  constamment  parallèle  à  elle-même.  Admettons,  pn  outre,  que  les 
trois  pressions  extérieures  P,  <]?,  fil  s'évanouissent.  Alors  on  aura 

Par  suite,  les  équations  (^5),  (55),  (5G)  donneront 

(62)  û.:J!'?;^  +  ^  =  Y, 

^     '  6     dx*  dt- 

,•2   Mr  fi^y 

(^^)  ^   3  -â:^  +  ^J^"-^• 

Dans  le  même  cas,  les  conditions  (36),  (09),  (60)  devront  être  rem- 
plies pour  une  extrémité  fixe  de  la  verge  élastique.  Mais  les  condi- 
tions (34),  (37),  (58),  relatives  à  une  extrémité  libre,  devront  être 
remplacées  par  les  formules 

(b4)  -à^^O' 

(«^-•)  ^  =  °'       ^=- 
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Enfin,  si  l'on  suppose  que  \n  force  accélératrice  cp  s'évanouisse,  les 
équations  (6i),  (62),  (63)  deviendront  respectivement 

(69)  ^.^^^^  =  0. 

La  constante  12,  comprise  dans  la  plupart  des  formules  que  nous 
avons  obtenues,  représente  évidemment  la  vitesse  du  son  dans  une 
verge  élastique  droite,  d'une  longueur  indéfinie.  C'est  du  moins  ce  que 
l'on  prouvera  sans  peine,  à  l'aide  de  l'équation  (67),  en  raisonnant 
comme  nous  l'avons  fait  à  la  page  269  du  III^  Volume  (').  D'autre 
part,  si  l'on  nomme  £  la  dilatation  linéaire  de  la  verge  élastique  me- 
surée en  un  point  quelconque  x,  y,  z  suivant  une  droite  parallèle  à 
l'axe  des  x,  il  sutfira,  pour  déterminer  £,  de  réduire,  dans  la  for- 
mule (9)  de  l'article  précédent,  l'angle  a  à  zéro,  et  chacun  des  angles  fl, 


V    r. 
Ta-; 

en  sorte  que  1' 

'on 

trouvera 

(70) 

£  = 

dx 

Donc  1 

'équation 

(7O 

A: 

=  0^' 

ôx 

n, 


qui  subsistera,  en  vertu  de  la  formule  (19),  pour  chacune  des  extré- 
mités de  l'axe  de  la  verge  élastique,  pourra  s'écrire  comme  il  suit 

(72)  K:=^p9Jt  +  Ji. 

Ajoutons  que  les  quantités  (2  et  II,  dont  la  première  est  déterminée 
par  la  formule  (i5),  pourront  être  facilement  exprimées  en  fonction 
des  pressions  P,  ^e»,  et  des  quinze  coefficients  a,  b,  c,  d,  e,  f,  u,  v,  w, 

(«)  OEuvres  de  Cauchj,  S.  II,  T.  VIII,  p.  3i6. 


à-n 

àZ 

dYl           ÔK 

ÔK       dé 

d\        d'(\ 

'ày' 

Tz' 

dz        0/ 

â.v       âz 

dy       dx 
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u',  v',  w',  u",  v",  w"  renfermés  dans  les  équations  (5),  (G)  de  l'article 
précédent.  En  effet,  l'équation  (17)  étant  le  résultat  de  l'élimination 
des  expressions  (12)  entre  les  formules  (3)  et  (10),  et  les  formules  (3) 
se  confondant  avec  les  formules  (23)  ou  (33)  de  l'article  précédent, 
c'est-à-dire  avec  celles  que  produit  l'élimination  des  quantités 

^      ^,    ^      !^      ^ 
dx       dz       dy       dz  '     dz 

entre  les  équations  (5),  (G)  et  (22)  du  même  article,  il  est  clair  que 
l'équation  (71)  pourra  être  immédiatement  fournie  par  l'élimination 
des  cinq  quantités 

(73) 

entre  les  formules  (5),  (G)  des  pages  10  et  1 1  et  les  suivantes 

(74)  B  ==-(?,         C  =  -P,        D  =  o,        E  =  o,         F  =  o. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  pressions  P,  ÇP  s'évanouissent,  la  for- 
mule (71),  réduite  à 

(75)  A=zpi22|i, 

est  celle  que  l'on  trouve  quand  on  élimine  les  expressions  (73)  entre 
les  formules 

(76)  B  =  o,        C=:o,        D  =  o,        E=:o,        F  =  o 

et  les  équations  (5),  (6)  de  l'article  précédent.  Alors  aussi  on  tire  de 
la  formule  (72) 

(77)  1^»=:-. 

p£ 

Donc,  pour  obtenir  le  carré  de  la  vitesse  du  son  dans  une  verge  élas- 
tique qui  a  pour  axe  l'axe  des^,  il  suffit  de  chercher  ce  que  deviennent 
la  quantité  A,  c'est-à-dire  la  projection  algébrique  sur  l'axe  des  x  de  la 
pression  ou  tension  p  supportée  par  un  plan  perpendiculaire  à  cet 
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axe,  et  la  condensation  ou  dilatation  =;=  z  mesurée  parallèlement  au 
même  axe,  tandis  que  les  deux  autres  composantes  de  la  pression/?', 
et  les  pressions  /',  p'"  supportées  par  des  plans  perpendiculaires  aux 
axes  des  j  et  z  s'évanouissent;  puis  de  diviser  la  quantité  A  =  zpp'  par 
la  condensation  ou  dilatation  q=  £  et  par  la  densité  p.  Cette  proposition 
subsistant  d'ailleurs,  quel  que  soit  l'axe  des  x,  peut  être  remplacée 
par  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Une  verge  élastique  étant  extraite  d'un  corps  solide  homo- 
gène qui  n'offre  pas  la  même  élasticité  dans  tous  les  sens,  pour  obtenir  le 
carré  de  la  vitesse  du  son  dans  cette  verge  indéfiniment  prolongée,  il  suffit 
de  chercher  ce  que  deviennent,  en  un  point  quelconque  du  corps  solide,  la 
dilatation  ou  condensation  linéaire  ±  i,  mesurée  parallèlement  à  l'axe 
de  la  verge,  et  la  pression  ou  tension  p'  supportée  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  cet  axe,  tandis  que  les  pressions  ou  tensions  principales  se  réduisent 
l'uneàp',  les  deux  autres  à  zéro,  puis  de  diviser  la  dilatation  ou  condensa- 
tion ±  tpar  le  facteur  p'  et  par  la  densité  p. 

Le  rapport  qui  existe  pour  une  verge  élastique  et  rectangulaire, 
dont  les  faces  latérales  sont  soumises  à  des  pressions  extérieures  nulles, 
et  dont  l'épaisseur  ou  les  épaisseurs  sont  très  petites,  entre  la  pression 
ou  tension  supportée  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  et  la  conden- 
sation ou  dilatation  mesurée  suivant  cet  axe,  est  ce  que  nous  nomme- 
rons désormais  V élasticité  de  la  verge.  Cela  posé,  il  résulte  du  théorème 
précédent  que,  dans  une  verge  élastique,  extraite  d'un  corps  homo- 
gène, et  indéfiniment  prolongée,  la  vitesse  de  propagation  du  son  est 
proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  l'élasticité. 

Nous  terminerons  cet  article  en  indiquant  quelques  applications  des 
formules  qu'il  renferme. 

Observons  d'abord  que,  si  la  force  accélératrice  o  et  les  pressions 
extérieures  P,  $,  |I  s'évanouissent,  les  valeurs  des  inconnues  io.o.  "^0,0. 
to,o,  déterminées  à  l'aide  des  équations  (67),  (68),  (G9)  et  des  condi- 
tions (36),  (59),  (60)  ou  (64),  (65),  (66),  dépendront  uniquement 
de  la  vitesse  il,  des  trois  dimensions  de  la  verge  élastique  et  de  son 
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état  initial.  Donc  ces  valeurs  ne  différeront  pas  de  celles  qu'on  obtien- 
drait on  considérant  une  verge  élastique  extraite  d'un  corps  solide 
dont  l'élasticité  resterait  la  même  dans  tous  les  sens;  et  elles  seront 
semblables  [voir  la  p.  365  du  IIP  Volume  (')]  aux  valeurs  de  ^o,  r^„ 
relatives  à  une  lame  élastique  droite.  On  doit  en  conclure  que  les  rela- 
tions trouvées  dans  le  IIF  Volume  [p.  270  et  suivantes  (^)]  entre  la 
vitesse  12,  la  longueur  ou  l'épaisseur  d'une  lame  élastique,  et  les  sons 
produits  par  les  vibrations  longitudinales  ou  transversales  de  cette 
lame,  continueront  de  subsister  pour  une  verge  élastique  homogène, 
lors  même  que  l'élasticité  de  cette  verge  deviendra  variable  avec  la 
direction  de  son  axe.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  nomme  a  la  longueur 
de  la  verge  élastique,  et  N  le  plus  petit  nombre  de  vibrations  longitu- 
dinales que  cette  verge,  supposée  libre,  puisse  exécuter  pendant  l'u- 
nité de  temps,  on  aura 

(78)  N       " 


2a 


De  plus,  le  nombre  des  vibrations  transversales  exécutées  par  la  même 
verge  parallèlement  à  l'axe  des  j,  ou  parallèlement  à  l'axe  des  z,  sera 
l'une  des  valeurs  de  -  fournies  par  l'équation  (124)  [p.  270  du  IIP  Vo- 
lume (^)]  ou  par  celle  qu'on  en  déduit,  quand  on  substitue  l'épaisseur/ 
à  l'épaisseur  h.  Donc,  si  les  deux  épaisseurs  h  et  i  deviennent  égales, 
les  vibrations  transversales  exécutées  parallèlement  aux  axes  des  j  et^ 
produiront  toujours  les  mêmes  sons.  Il  était  important  de  voir  si  cette 
conclusion,  qui  peut  paraître  singulière  quand  on  suppose  la  verge 
extraite  d'un  corps  solide  dont  l'élasticité  n'est  pas  la  même  dans  tous 
les  sens,  serait  confirmée  par  l'observation.  Ayant  consulté,  à  ce  sujet, 
M.  Savart,  j'ai  eu  la  satisfaction  d'apprendre  que  des  expériences  qu'il 
avait  entreprises,  sans  connaître  mes  formules,  l'avaient  précisément 
conduit  au  même  résultat. 


(»)  Œuvres  de  Cauchj,  S.  II,  T.  VIII,  p.  4^2. 
(*)  Ibid.,  p.  3 16  et  suiv. 
(»)  Ibid.,  p.  317. 
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En  considérant,  dans  cet  article  et  dans  le  précédent,  des  plaques 
ou  des  verges  élastiques  extraites  de  corps  solides  qui  n'offraient  pas 
la  même  élasticité  en  tous  sens,  j'ai  supposé  que  ces  plaques  ou  verges 
étaient  naturellement  planes  ou  naturellement  droites  et  douées  d'une 
épaisseur  (constante.  Mais  on  pourrait,  par  des  calculs  du  même  genre, 
établir  les  équations  d'équilibre  ou  de  mouvement  de  plaques  ou  de 
verges  naturellement  courbes  ou  d'une  épaisseur  variable,  et  l'on  ob- 
tiendrait alors  des  formules  analogues  à  celles  que  j'ai  données  dans 
les  derniers  articles  du  IIF  Volume  ('). 

(1)  Œuvres  de  Cauclij,  S.  II,  T.  VIII,  p.  288  et  suiv. 
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SUPPORTEES 


EN  UN  POINT  DONNÉ  D'UN  CORPS  SOLIDE 

PAR  TROIS  PLANS  PERPENDICULAIRES  ENTRE  EUX. 


Rapportons  la  position  d'un  corps  solide  à  trois  axes  rectangulaires 
des  x,y,  z.  Soit  0  le  point  qui  correspond  aux  coordonnées  (^,  j,  c). 
Supposons  que  par  le  point  0  on  mène  :  i°  trois  plans  parallèles  aux 
plans  coordonnés;  2°  trois  autres  plans  perpendiculaires  entre  eux. 
Soient  d'ailleurs 

«<»?)♦  y,  ;  «2,  ^o,  Y,,;  «3»  Ps»  73  les  angles  formés  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives  par  trois  autres  demi-axes  OL,  OM,  ON, 
perpendiculaires  aux  trois  derniers  plans,  et  partant  du  point  0  ; 

Pt*  />2»  Ps  les  pressions  ou  tensions  supportées  au  point  0  par  les  faces 
des  mêmes  plans  qui  regardent  les  trois  demi-axes  OL,  OM,  ON; 

^1»  î^)»  V,  ;  Xo,  [X2,  V2;  X3,  fi.3,  Vg  les  angles  formés  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives  par  les  pressions  ou  tensions/?,, /^o» y»»; 

p'fP'^p'  les  pressions  ou  tensions  supportées  au  point  0  par  les  plans 
perpendiculaires  aux  axes  coordonnés; 

A,  F,  E;  F,  B,  D;  E,  D,  C  les  projections  algébriques  des  pressions  ou 
tensions/?', /?",/>'"; 

X,  §,C;  §,  oPo,  (0  ;  £,  (D,  e  ce  que  deviennent  les  projections  algébriques 
des  forces/?,, /?2,/?3,  quand  on  prend  pour  demi-axes  des  coordon- 
nées positives  les  trois  demi-axes  OL,  OM,  ON. 

OEwres  de  C.  —  S.  W,"  l.  IX.  6 


42  SUR  LES  PRESSIONS  OU  TENSIONS 

On  aura,  on  vertu  des  formules  (3)  de  la  page  162  du  IIP  Volume  ('), 

Pi  cos}^i  =  Acosai  +  F  cos|3i+  E  cos'/i, 

(i)  \  pi  cos|Xi  =  F  cosa,  +  R  cos(3i+  D  cosyi, 

Pi  cosvi  =  E  cosai+  D  cos[3iH-  C  cos-/i  ; 

/>2COS>i2  =  A  cosûCa-f- F  cos(32+ E  cosy2> 

(2)  <| /?2  cosfi2=  F  cosoco-f- R  cosj32+ D  cos}/2> 
P2COSV2  ■=■  E  cosa2+  D  cos(32-+-  C  003^2; 

P3COSA3  =  A  COSOCsH-  F  cosfSaH-  E  cosys, 

(3)  \  j03cos/j(.3  =  F  cosasH-  R  cos|33+  D  cosya, 
Pi  COSV3  --=.  E  cosa3  4-  D  008(33+  C  cosys- 

De  plus,  comme  la  direction  de  la  force /?<  formera  évidemment  avec 
les  demi-axes  OL,  OM,  ON  des  angles  qui  auront  pour  cosinus  les  trois 

expressions 

cos>.i  cosoci-f-  cosfjt.1  cos[3iH-  cosvi  cosyi, 

cosAi  cosa2+  cos/Jii  cos|32+  cosvi  cosya, 
cosAi  cosa3+  cosjjii  cos|33+  cosvi  cosys, 
on  trouvera 

/  X  r=  /?i(cosAi  cosaj  +  cosjULi  cosj3i+  cosvi  cosyi), 

(4)  <  ^  =; /?i(cos>ii  cosa2+ cos/jL,  cos(32+ cosvi  cosy2). 
\  C  = />i(cos)-i  cosaj-t- cos/jii  cos(33+ cosvi  cosys). 

On  trouvera  de  même 

/  §  = /?2(cosA2  cosai+ cos|ji.2COS|3i+ COSV2  (^osyi), 

(5)  <    Iti,  r^ /J2(C0SA2  C0Sa2+ COS/JL,  COSjSa-f- COSV2  cosy2), 

(  (D  =3  />2(cos>v2  cosa3-^  cos|m.2  cosfSj-i-  cosv,  cosy:j) 

et 

/  c  :=/)3(cosÀ3  cosai  + cos/jts  coS[3i+ COSV3  cosyi), 

(6)  <  (D  =-.  7^3(008X3  cosa2+ cos/jt3  cos|32+ cosy3  cosy2), 
'  \  3  =  />3  (  cos  >^3  cos  5:3  +  CO8  /Jt.3  CO8  [33  -+-  cos  V3  C08  y3  ) . 

C)  OEuvres  de  Cauc/iy,  S.  II,  T.  VIII,  p.  197. 
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Si  maintenant  on  substitue,  dans  les  équations  (4),  (5).  (<j)»  les  va- 
leurs de7?,cosX,, /?,cosui,,  ...,  tirées  des  équations  (i),  (2),  (3),  on 
obtiendra  les  six  formules 


(7) 


;     a\D 


Olîi 


Acos^cci-h  R  cos^Pi-f-  Ccos-yi 
îD  cos|3i  cosyi  -r-  2E  cosyi  cosai 


R  C0S^j32  4-  C  008^/2 

2E  ces  y  2  cosa2 


A  cos^a2 

+  2D  COSjSj  cosya 

R  cos-|33H-  C  cos-y3 


aFcosoti  cosj3i, 
2  F  ces  «2  ces  (3,, 


A  COS"  C(-^  —I—  ij  \^\ja    j-/^  —i-  yu  y^\jj    ^3 

-f-  2D  COS  (33  COS  y  3-!-  2Ecosy3Cosa3 


(0  = 


2  F  cosa,  cosjSs; 
R  ces  (3,  COS  (33+  C  cosy2  cosys 


(8) 


^  = 


A  cosaj  COS  «3 

-h  D(  COS  (Sa  COS  y  3  +  cos[33Cosy2  ) 
-1- E(cosy2  cosa3H- cosys  cosaa) 
+  F  (cosa,  cos(33-h  cosa3  008(3,), 

~  A  008^3  cosa,H-  R  cosfSg  cos[3i-t-  Gcosy3  cosyi 
+  D(cos[33  cosyi  -+-  cos(3i  cosyj  ) 
H-  E(cosy3  cosai-i-  cosyi  cosocj) 
4-  F  ( COS  0:3  C08,3i  +  COS  a,  co8(33), 

A  cosai  0085(2+  R  co8(3i  co8(32+  C  cosy,  cosy2 
-f-D(cos(3,  cosyj  +  C08[32  cosyi  ) 
-h  E(co8yi  cos(x.2  +-  cosy2  cosaj) 
-+-  F  (cosa,  cos(32-f-  cosaa  co8(3,). 

Ces  six  formules  fournissent  le  moyen  de  calculer  les  projections  algé- 
briques des  pressions/?,, />2, /?3,  supportées  par  trois  plans  perpendi- 
culaires entre  eux,  sur  trois  demi-axes  perpendiculaires  à  ces  mêmes 
plans,  quand  on  connaît  les  projections  algébriques  des  pressions  sup- 
portées par  trois  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  sur  les  axes  des 
ce, y,  -• 

Observons  encore  que,  les  demi-axes  OL,  OM,  ON  étant  perpendicu- 
laires l'un  à  l'autre,  on  aura,  en  vertu  de  formules  connues, 

cos^aiH-  cos^a2+  cos^a3=:  i,        cos(3i  cosyi  -+-  cos[32Cosy2  +  cos(35COsy3  — o, 
(9)     /  cos^[3,H- cos^[3j-i- cos-(33=  I,         cosyi  cosai-h  cosyj  cosa2+ cosyj  cosaj^  o, 
cos^y»  H-  cos^yîH-  cos*y3  =  i,        cosa,  cos(3,h-  cosasCvs(3jH-  cosa3cos(33=o. 


Par 

(10) 

(II) 

(12) 

puis 


suite,  on 

/  JId  cosaj 
<  ^  cosai 
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tirera  des  équations  (4),  (5),  (6) 

iCosA,  =  Acosai  +  FcosjSj 

:  Acosa2+  Fcos^j- 

-  Fcos(33- 


^cosa,-i-.f  COS0C2+C  cosaj  — />! 

4-  ilb  cos  a,  -h  (D  cos  as  =  /?2  cos  A2 
C  cosai  4- OD  cosa,+  3  cosa3=  paCOsT^j  =  Acosa3- 
^l>cos(3,4-^  cos(32+  C  cos;33r=/_;,cosfXi=:F  cosa,  +  Bcos[3i 
^  cos(3,-h\)l,cos(32+(Dcos[33=:/?2Cosjui2=Fcosa2  4-Bcos[32- 
•C  cos[3,+  (Dcos[32+ecos[33=r/?3cos]UL3=:^Fcosa3-hBcos[33- 

<.l.cosyi  +  of  cosy2  +  <J^  cosy3  =  /?iCOsyi  =  E  cosaf 
.f  cosy,  4-  ilî)COsy2  +  (Dcosy3=/>2Cosv2  =  Ecosa2- 
»î^  cosyi4-  (Dcosy,  4-  S  cosy3  =  /j3COSV3 -=E  cosocs- 


(i3) 


on  conclura  des  formules  (10),  (11),  (12) 

A  —  cX>  cos*  a,  -h  Db  cos-  «2  -f-  ©  cos^  «3 

4-  2  (D  cos  a2  cos  «3  +  2  £  cos  «3  cos  a,  -+■ 

«l.  cos^  (3i  +  M\,  cos^  (^2  +  e  cos^  (33 

4-  2(Dcos{32COs(33  4-  2*::cosj33cos[3i4- 

oiU  cos-yi  4-  ^ib  cos^ya  4-  3  cos^ys 

+  2(î)cosy2  cosy3  4-  2ocosy3  cosyi  4- 

I  B  =  Aa  cosPi  cosy,  4-  ifb  cos^j  cosy2  - 

4-  (î)(cosj32COsy3  4-cos{33COsy2) 

i(3,cosy3) 


Dcos(3i- 
Dcos[32- 

DcOsPa- 


2  c^  cos  ai  cosaj, 

2^cosj3i  cos [32, 

2^  cos  y,  cosyj; 
3cos(33  cosy3 


(i4) 


C  (cos(33COsyi4-  cos( 
4-3^  (cos(3i  cosy2  4- cos|32  cosy,), 

E  =  c/l>  cosyi  cos  a,  4-  i(b  cosy2  cosa2  4-  3cosy3  cos  as 
4-  (B(cosy2  cos  as  4-  cosys  cosaa) 
4-»î^  (cosy3COsai4-cosyiCOSa3) 
4-^  (cosyi  cosa24- cosy2  cosai), 

F  =  o-l,  cos  ai  cos  |3i  4-  ifb  cos  aj  cos  |32  4-  3  cos  as  cos  (Sj 
4-  (î)(cosa2  cos|3s4-  cosas  cosiSj) 
4-  C  (cosas  cosi3i4-  cosa,  cosjSs) 
4- J'  (cosai  cos[324- cosa2COs[3i). 


-  Ecosyi, 
-Ecosya, 
- E cosys; 

Dcosyi, 
D  cosyj, 
D  cosys; 

C  cosyi, 
C  cosyj, 
G  cos y 3; 


On  pourrait,  au^reste,  déduire  les  équations  (i3)  et  (i4)  des  équa- 
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lions (7)  et  (8)  à  l'aide  d'un  échange  opéré  entre  le  système  des  demi- 
axes  des  ^,  j,  z  positives  et  le  système  des  demi-axes  OL,  CM,  ON. 

Concevons,  à  présent,  que  les  pressions  ou  tensions  principales 
soient  précisément  celles  qui  ont  été  désignées  par  /?,,  p^,  p^,  et  que, 
de  ces  trois  pressions  ou  tensions,  les  deux  dernières  s'évanouissent. 
On  aura 

(i5)     ol,— ±/?,,        ift>  =  o,         G  =  o,         (D  =  o,         C=:o,        ^  =  0. 

Par  suite,  les  formules  (i3)  et  (i4)  donneront 


(16) 


A  =  e.1,  cessai,  B  =:  siU  cos2[3i,  G  = -Jl.  cos'*)/,, 

D  =;<A.cos[3i  cosyi,        E  =  JU  cosyi  cosai,        F  =  Jl>  cosaj  cos(3i. 


De  même,  si,  en  attribuant  des  valeurs  nulles  à  deux  des  pressions  ou 
tensions  principales  qui  correspondent  au  point  (x,  y,  ^),  on  suppo- 
sait la  troisième  pression  ou  tension  principale  dirigée  suivant  la 
droite  qui  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  non 
plus  les  angles  a,,  j3,,  y,,  mais  les  angles  a,  p,  y,  on  trouverait,  en  dé- 
signant par  X  cette  pression  prise  avec  ie  signe  —,  ou  cette  tension 
prise  avec  le  signe  +, 


('7) 


A  =  =/l.cos^a,  B  =  ^l>cos^(3,  G  =:  <vl>  cos^'y, 

D  =  JlaCOSjScosy,        E  =  c-l)  cosy  cosa,         F=:  X  cosa  cos(3. 


D'autre  part,  si  l'on  nomme  p  la  densité  naturelle  du  corps  solide 
supposé  élastique  et  homogène,  £  la  dilatation  linéaire  mesurée  au 
point  (^,  y,  z)  suivant  la  droite  dont  il  s'agit,  et  i2  la  vitesse  de  pro- 
pagation du  son  dans  une  verge  rectangulaire  infiniment  mince,  qui 
aurait  pour  axe  cette  même  droite,  on  trouvera,  en  vertu  de  la  for- 
mule (77)  de  l'article  précédent, 

(18)  12^=-. 

pe 

Enfin,  si  l'on  désigne  par  ;,  yj,  'C  les  déplacements  infiniment  petits  du 
point  (ir,y,  z)  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  on  aura 


(19) 
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[voir  la  formule  (9)  do  la  page  1 1 1 

de        ,  âri        ,0       ^s        , 

ûjc:  ây         '^       ôz         ' 

-  +  -  j  cos^cosy  +  (^  +  j^  j  cosy  cosa  +  (^  -  ^  j  cosacos^B; 

puis  on  conclura  des  équations  (17)  et  (18),  combinées  avec  les  for- 
mules (5)  et  (6)  des  pages  10  et  11, 

/     xj    ^^^        v.à-n         ,dK         ,(dn       dK\         ,fàK    ,   d'c\   ,      ,/^^    ,    ^'^\        00         .« 
,     .)       <?c         ,  <^n         „dK  Jdn        d%\  (  dX        dl\  [  dl        dri\         _„ 


ôx    '        ôy  dz  \dz        âyj  \âj;       âz 

Cela  posé,  l'élimination  des  six  quantités 


Kl^"^^)"'^^'''''''^''''^- 


dx^     ()/'     ôz^     Oz       dy'     âx       ôz^     ôy    '    àx 

entre  les  équations  (19),  (20)  et  (21)  produira  évidemment  une  autre 
équation  de  la  forme 

—rr-,  =  21  cos*a  4-  13  cos^S  4-  C  cos'^y 
1  +  2D  cos-[3  cos-y  -h  2(5  cos-y  cos^a  -t-  2^  cos^a  cos-|3 

(^^)      1  -f- 2lt  cos^a  cosl3  cosy  +  2V  cos^a  cosy -{- 2ÎU  cos^a  cos|3 

[  H-  2lt'  cos'(3  cosy  H-  2Î''  cosacos^|3  cosy  +  2tU'cosa  cos^|3 

+  2î("coSt3  cos^y  4-  211" cosa  cos^y  +  2VD"coscx.  cos;3  cos-y, 

21,  6,  C,  B,  (g,  i^,  i(,  î»,  w,  u',  V,  W,  11",  V",  W"  désignant  de  nouvelles 
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constantos  qui  seront  exprimées  à  l'aide  des  quinze  coefficients  a,  b, 
c,  d,  e,  f,  u,  V,  \v,  u',  v',  \v',  u",  v",  w".  L'équation  (23)  fait  voir  com- 
ment la  vitesse  de  propagation  du  son,  dans  une  verge  rectangulaire 
intiniment  mince,  extraite  d'un  corps  élastique,  varie  avec  les  angles  a, 
p,  Y  qui  déterminent  la  direction  que  prenait  dans  ce  même  corps  l'axe 
de  la  verge. 

Concevons  maintenant  que,  à  partir  du  point  (oo,y,  z),  on  porte  sur 
la  droite  qui  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les 
angles  a,  ^,  y,  une  longueur  dont  le  carré  représente  le  produit  ^v^, 
et  désignons  par  x  -^x,  j  +  y,  z  -\-  z  les  coordonnées  de  l'extrémité 
de  cette  longueur.  On  aura 

(24)  -^=.-^  =  ^=±p^^K 

^   ^  cosa       cosp       cosy  ' 

et  l'on  tirera  de  la  formule  (23) 

/  vlx*-M3y*^Cz*-l-2lly2z2+2(Êz2x2+24rx2y2 
\  H-2x-(Kvz  4-t)zx  +îl'xy) 

(25) 

j  +2y2(ît'yz -f-D'zx +îa'xy) 

[  +  2z2(K"yz  +  V"zx +  ît)"xy)  =  1. 

Cette  dernière  équation  appartient  à  une  surface  du  quatrième  degré  qui 
a  pour  centre  le  point  (x,y,  z)  ;  et,  comme  le  rayon  vecteur  mené  de  ce 
centre  à  un  point  de  la  surface  est  d'autant  plus  grand  que  la  vitesse  Î2 
est  plus  petite,  on  peut  affirmer  que  la  vitesse  H  acquiert  une  valeur 
minimum  quand  ce  rayon  vecteur  devient  un  maximum,  et  une  valeur 
maximum  quand  ce  rayon  vecteur  devient  un  minimum.  Dans  l'un  et 
l'autre  cas,  les  coordonnées  x,  y,  z  de  l'extrémité  du  rayon  vecteur 
vérifient  la  formule 

(26)    {  =  £\- -i-ùy^ -\-Dz^-{-U'yz -{-V'zx-hWxy -i- —{yi\^  +U'y^  +U"z^)  -+- 


ax' 

'■+£y^ 

-t- 

(Êz' 

M-îlyz 

+ 

tlZX     -T- 

ÎOxy 

+ 

2X 

(tDx^ 

£\- 

+  I3y2 

-h- 

0*72 

+  ll'yz 

-i-   1'|"V7 

-+- 

V'z\  -h 

tl"7Y    _U 

Wxy 

4- 

Z 

2y 

X 

(ltx2 

2Z 


t»'y2    ^V"Z'-)    + 


Z 

2X 

(Vx* 

+  îi'y* 

+  î)"z«) 

X 

2y 

(Wx= 

'+îll'y= 

'■-^W"z'-) 

y_ 

2Z 

(Hx« 

+  M'y^ 

+  rz«). 
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Donc  par  suite,  lorsque  la  vitesse  H  deviendra  un  maximum  ou  un 
minimum,  on  aura 

3  cos^a  -+-  £  cos^[3  -\-  (Ê  cos^y  +  Ht  cosj3  cosy  -h  f  cosy  cosa  4-  ÎU  cosa  cos[3 

cos  ô  f*o^  V 

H ^  (H)  cos^a  H-ÎU'  cos^fi  +  Î0"cos2y  )  +        ^   (î)  cos^a  +  U'cos^û  +  UVos^y  ) 

2  cos  a  ^  '         2  cos  a  ^  '' 

=  -^cos^a  -H  il3cos^j3  4-15  cos-y  +  ît'cos(3  cosy  +  U'cosy  cosa  4- W  cosa  cos {3 


cosy 


cosa 


(27) 


2  cos 


75  (m  cos^a  +  îl'  cos^S  +  m"  cos^y)  h p-  (ÎU  cos^a  +  ÎD'cos-S  -+-  tD"cos2y) 

p  '         acosp  ^  ' 


<B  cos-  a  +  D  cos^  j3  -j-  C  cos-  y  +  It"  cos  (3  cos  y  +  U"  cos  y  cos  a  4-  ÎO"  cos  a  cos  (3 

cos  a  cos  0 

4 (î)cos2a4-f'cos2S4-t)"cos2y)  h ^(Icos^a  4- II' cos- (3  +l("cos2y) 

2  cosy  '2  cosy  ' 


I 


Si  le  corps  solide  que  l'on  considère  offre  trois  axes  d'élasticité  rec- 
tangulaires entre  eux  et  parallèles  aux  axes  des  cc,y,  z,  les  neuf  coeffi- 
cients 

u,    y,    w,    u',    v',    w',    u",    v",    w'' 

s'évanouiront;  et  les  formules  (20),  réduites  aux  suivantes 

de,       „  df]  dK        r^, 

dx  dy  az       ^ 

(28)  (  f  ^  +  b^  +d^=pi2^-cos^(3, 

oœ  dy  az       ' 

e--^4-a^; — hc^r-=pi2^£  cos-  y, 
Oj^'  ôy  oz       '  ' 

donneront 


(29) 


de,  ^2    C^c  —  d'^)  cos^a  4- (de  —  cf)  cos-(3  4- (fd  —  be)  cos-y 

-T-  =  p  il  s 
ôy 


^-  02 


abc  —  ad^  —  be^  —  cP  4-  2  def 

(de  —  cf)  cos^a  4-  (ca  —  e^)  cos^{3  4-  (ef- 

-  ad)  cos^y 

abc  —  ad^  —  be^  —  et-  -h  2  def 

(fd  —  be)  cos^a  4-  (ef  —  ad)  cos^^  4-  (ab  - 

-P)cos^y, 

abc  —  ad-  —  be^  —  cP  4-  2  det 
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landis  ([iic  l'on  tirera  dos  formules  (2]) 

;   Or,        0 


on        o.  _    ,»,cospcosy 
az        ÔY  (1 


(:-}o) 


;  â^  ô\  „,  cosycosa 

j  o.v  oz  ^  e 

F   dî  an  •  „,  cosacosS 

'   ôy  o.r  '  1 


Par  suile,  l'équation  ('23  )  deviendra 
(3i) 

les  valeurs  de  3,  0,  (C,  D,  (B,  £  étant  respectivement 


\  -7TT  =  vt  ces*  a  -h  i3  cos*  3  4-  (C  cos*  y 

'  -f-  2ID  cos-(3  cos--/  +  2(Ê  cos-y  cos"-a  -h  2  4- cos-a  cos-|3, 


a 


(32) 


a:  = 


abc  — 

-a(r- 

—  be-— cl-- 
ca  —  0- 

r  2  clef 

abc  — 

■ad^ 

-bo-— cP- 
ab— f^ 

f-  2  clef 

(33) 


iB  = 


abc  —  aci-  —  be-  —  cl-  +  2  tlef  ' 

ef-ad I 

abc  —  ad-  —  bo-  —  cl- -h  2  deî"  2 d  ' 

1(1  —  bc I 

abc  —  ad- — be- — ct"-+2der  2e' 

de  —  cf  f 

abc  —  ad-  —  be^  —  cP -h  2 dcf   '    2 (' 


^9 


<'t  les  diverses  valeurs  du  produit  il\jp  auront  pour  mesure  les  divers 
rayons  vecteurs  menés  du  point  (oc,  y,  z)  à  la  surface  représentée  par 
l'équation 


(3/,) 


^^x'-'-h  Oy  -f-  a;z*+  2Dv^z-4-  2<5/-\--4-  i£\-\-ziz  1, 


Alors  aussi,  en  désignant  par  i>',  i^",  iï"  et  par  12,,  £>.,  12.,  les  valeurs 
de  i2  correspondantes  à  des  verges  dont  les  axes  seraient  parallèles  aux 
or.uiics  </<•  6.  —  s.  u,  t.  IX.  7 
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axes  coordonnés,  ou  diviseraient  les  angles  formés  par  ces  derniers 
axes  en  parties  égales,  on  trouverait  :  i" 


I  ^  '  .,  I 


(3.5)  çjr,=?3,         n^=P"'         ô^i=?'^- 


<|t  =  ;p(=^-^h-0). 


(30)  iè^i^l''^-^'''' 


f^ 

+ 

c 

2 

,^ 

/a 

0 

,^=i»,--..,. 


A  l'aide  des  équations  (3  ))  et  (3G),  on  peut  fixer  les  valeurs  des  coef- 
ficients ^,  0,  (C,  D,  (E,  iT,  lorsqu'on  a  déduit  de  l'expérience  celles  des 
vitesses  ^',  Q,',  Q,'",  £2,,  i^o,  12.,.  Ajoutons  que,  si  l'on  pose 

ces  a  3=  ces  |3  ::=  cos  7  =^  ±  —  ' 

V3 


la  formule  (  3i)  donnera 

(.37)                           .<?  =  9(^''  +  ''+'' 

H- 

2D  +  2«:  +  2i-), 

et,  par  conséquent. 

<-)       i  =  f(^-^-à) 

— 

I  /   I            I            I 
ç)\n'-^    '    £2"^  ^  £2'"^ 

Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  vitesses  12',  12",  12";  12,,  i2_,,  il.j 
et  la  vitesse  12  relative  à  une  verge  dont  l'axe  forme  trois  angles  égaux 
avec  les  trois  axes  des  x,  j  et  :;. 

Si  l'on  suppose  les  molécules  du  corps  élastique  primitivement  dis- 
tribuées de  la  même  manière  par  rapport  aux  trois  plans  menés  par 
l'une  d'entre  elles  et  parallèles  aux  plans  coordonnés,  on  aura 

(  39  )  a  =  b  =  c,         d  =  e  rz:  f, 

(4o)         a:=iJ=:€=^^-^tJL_^,  D  =  €  =  £  '  ^ 


a'+af— 2P  2f       a"-4- al"— 2(-- 
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ot  l'équation  (3i),  combinée  avec  la  formule  connue 

cos^a  +  cos^p  H-  cos-y  =  i, 
donnera 

/s     I  -jy,  =  -H(cos*a  +  cos*|3  +  cos'*y)  +  2i^(cos^^  cos-y  4-  cos-y  cos'a  +  ces- a  eus- (3) 
'  =  i^  +  (3  —  i^)  (cos'*a  +  cos^jî  4-  cos'*y). 

Alors  aussi,  en  comparant  la  première  des  formules  (2)  et  la  dernière 
des  formules  (3)  de  la  page  10  à  la  première  des  formules  (38)  et  à  la 
dernière  des  formules  (39)  de  la  page  199  du  IIP  Volume  des  Exer- 
cices ('  ),  on  trouvera 

(4'i)  a  =  pL,        f=pR, 

et,  par  suite,  on  tirera  des  équations  (^^[O), 


[{nfin,  si  l'élasticité  du  corps  est  la  même  dans  tous  les  sens,  la  condi- 
tion (45)  de  la  page  201  du  IIP  Volume  (-),  savoir 

(44)  L=:3R, 

sera  remplie,  et  les  formules  (43)  donneront 

a  pK       D  1" 
Cela  posé,  l'équation  {\\)  pourra  être  réduite  à 

(46)  i2^=:-R  =  5î, 

•>.         2  p 


(»)  OEuvrex  de  Caucliy,  S.  II,  T.  VIII,  p.  238. 
(»)  Tbid.,  p.  241. 
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on,  ce  (jui  rcviciil  au  même,  à 

i  1 


(47)  i2 


2 


Cette  dernière  tbrnuile  ccjïncide,  eomme  on  devait  s'y  attendre,  avec 
l'équation  (  )3)  de  la  page  365  du  IIF  Volume  des  Exercices  ('). 

(')  OEuvrcs  de  Vauchy,  S.  II,  T.  VIII,  p.  4>3. 


SUR   LÀ  RELATION 


QLi  i:\isTi: 


ENTRE   LES   PRESSIONS   OU  TENSIONS 


SIPPORTKES 


PAK  DEUX  PLANS  QUELCONQUES  EN  UN  POINT  DONNÉ  D  UN  CORPS  SOLIDE. 


Nous  avons  prouvé,  tlans  le  H*"  Volume  des  Exercices  (p.  /jB)  (') 
(jue,  si  par  un  point  donné  d'un  corps  solide  on  mène  deux  axes  qui  se 
coupent  à  angles  droits,  la  projection  sur  le  premier  axe  de  la  pression 
ou  tension  supportée  par  un  plan  perpendiculaire  au  second  sera  équi- 
valente à  la  projection  sur  ce  second  axe  de  la  pression  ou  tension  sup- 
portée par  un  plan  perpendiculaire  au  premier.  Nous  allons  mainte- 
nant faire  voir  que  la  même  proposition  s'étend  au  cas  où  les  deux 
axes  forment  entre  eux  un  angle  quelconque.  Effectivement,  soient 
OL,  OM  deux  axes  ou  plutôt  deux  demi-axes  menés  arbitrairement  par 
lin  j)oint  donné  d'un  corps  solide.  Rapportons  d'ailleurs  tous  les  points 
du  corps  à  (rois  axes  rectangulaires  des  x,  r,  z;  et  nommons 

2«i,    ?»i,    7i;    y-i,    ,3,,    y, 

les  angles  formés  par  les  demi-axes  OL,  OM  avec  ceux  des  coordonnées 
[)ositives. 
Soient  enfin 

/>,,  p.^  les  pressions  ou  tensions  supportées  au  point  O,  cl  du  côté  des 
demi-axes  OL,  OM,  par  des  plans  perpendiculaires  à  ces  demi-axes  ; 

(«)  OEuvres  de  Cauchr,  S.  II,  T.  VII,  p.  67. 
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}v,,  a,,  V,;  /;.,  a.,,  Vo  les  angles  formés  avec  les  demi-axes  des  coordon- 
nées positives  par  les  pressions  ou  tensions/?,, /^aî 

n,  l'angle  formé  par  la  direction  de  la  force/?,  avec  le  demi-axe  OM; 

rij  l'angle  formé  par  la  direction  de  la  force /-^^  avec  le  demi-axe  OL; 

A,  F,  E;  F,  B,  D;  E,  D,  C  les  projections  algébriques  des  pressions  ou 
tensions  supportées  au  point  0,  et  du  côté  des  coordonnées  posi- 
tives par  trois  plans  perpendiculaires  aux  axes  des  a-,  v,  z. 

On  trouvera 

/  Pi  cos/.i  :=  A  cosai+  F  coS|3i-4-  E  cos-/,, 

(i)  '  />i  cos/jt-i  =  F  cosa, -h  B  cos^Sj-f- D  cosy,, 

\  Pi  cosv,  =r  E  cosai+  D  (•os|3,+  C  cosy,, 

('^0  coscT,^  cos>.i  C0SCZ2  4-  cos/jii  cos(32+  cosvi  cosy.,, 

et,  ])ar  suite, 

/  /)iC0S5T,;r:  A  cosaj  coso;.2+ B  cos,3i  cosP^H- C  cosy,  cosy,  . 

1  +  I)(cosl3i  cosy,  4- cosS.,  cosy,  ) 

(3)  i  ''  ' 

-\-  E  (cosyi  cosa2+  cosyj  cosa,  ) 


+  F  (ces 3^1  ces 3,+  cosa2  coS|3i). 

(kda  posé,  concevons  que  l'on  vienne  à  échanger  entre  eux  les  demi- 
axes  OL,  OM.  En  vertu  de  cet  échange,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (3)  se  transformera  dans  le  produit  p.,  coswa,  tandis  que  le  second 
membre  restera  invariable.  On  aura,  en  conséquence, 

(4)  /?2COsrCT2  =  /'i  coscTi. 

Or  les  produits /?,coscj,,  /?^coscjo  représenteront,  au  signe  près,  les 
projections  de  la  force  /?,  sur  la  droite  OM,  et  de  la  force  p.^  sur  la 
droite  OL.  On  pourra  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si,  par  un  point  donné  d'un  corps  solide,  on  mène  deux 
axes  qui  forment  entre  eux  un  angle  quelconque,  la  projection  sur  le  pre- 
mier axe  de  la  pression  ou  tension  supportée  par  un  plan  perpendiculaire 
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au  second  sera  é(jaivalenle  à  la  projection  sur  ce  second  axe  de  la  pression 
ou  tension  supportée  par  un  plan  perpendiculaire  au  premier. 

Il  (^s(  1)011  (rohscrvci-  (|U(î  <Io  ce  théoriMnc,  on  de  l'équation  {'))  (|iii 
le  renferme,  on  peut  immédiatement  déduire  les  formules  (7).  ((S), 
(10),  (1  I  ),  ([2),  (i"^)  et  (1^1)  de  l'arlicle  préeédenf. 


SIR  LES  VIBRATIONS  LONGITUDINALES 


D  UNE 


VERGE  CYLINDRIQUE  OU  PRISMATIQUE 

A    BASE    QUELCONQUE. 


Considérons  une  verge  élastique  qui  se  confonde,  dans  l'état  na- 
turel, avec  un  prisme  ou  un  cylindre  droit,  dont  la  base,  renfermée 
dans  un  contour  de  forme  arbitraire,  offre  des  dimensions  très  petites. 
Rapportons  tous  les  points  de  l'espace  ii  trois  axes  rectangulaires  des 
00,  y,  z,  en  prenant  pour  axe  des  j?  une  droite  comprise  dans  l'épais- 
seur de  la  verge  et  parallèle  aux  arêtes  du  prisme  ou  aux  génératrices 
du  cylindre  dont  il  s'agit.  Supposons  d'ailleurs  la  verge  soumise  à  unc^ 
pression  extérieure,  mais  constante,  désignée  par  P;  et  soient,  pendant 
le  mouvement  de  la  veri<e, 

(0  A,     F,     E;     F,     M,     I);     E,     I),     C 

les  projections  algébriques  des  pressions  ou  tensions  que  les  plans, 
menés  par  le  point  (^,  v,  -■)  parallèlement  aux  plans  des  r,  z,  des:;, 
•r  et  des  ,r,  y,  supportent  du  côté  des  coordonnées  positives.  Soient 
enfin  Q  et  R  deux  points  correspondants  à  la  même' abscisse  .r,  et 
situés,  l'un  sur  l'axe  des  ir,  l'autre  sur  la  surface  latérale  de  la  verge 
élastique.  Si  l'on  nomme  a,  fl,  y  les  angles  formés  par  la  normale  ;» 
cette  surface  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  on  aura 

(2)  cûsa  =  o,         cos-[5  H- cos-y  =  I, 

et,  par  suite,  "  • 

(3)  ,  cosy  ==:±  siiitS; 
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puis,  en  faisant  coïncider  le  point  (^,  j,  -)  avec  le  point  R,  on  tirera, 
des  formules  (4)  de  la  page  829  du  III*  Volume  ('), 

(  F  cosS  +  Ecosy  =  0, 

(4)  <  t-  /        ' 

(  (B  +  P)cos|3  + I)  cosy  =0,        D  cos[3  +  (C  +  P)  cosy  ^  o. 

Il  y  a  plus,  comme  les  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  E,  F  ne  varient  pas  sensi- 
blement lorsqu'on  déplace  le  point  (a:,  y,  z)  d'une  quantité  très  petite, 
les  formules  (4)  seront  encore  à  très  peu  près  exactes,  si  l'on  substitue 
au  point  R  le  point  Q.  Ajoutons  que  cette  conclusion  restera  vraie, 
quelle  que  soit  la  position  du  point  R  sur  le  contour  de  la  section  faite 
dans  la  verge  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  ao  et  correspon- 
dant à  l'abscisse  x.  Donc,  si  ce  contour  présente  une  courbe  continue, 
et  dans  laquelle  la  direction  de  la  normale  varie  d'un  point  à  un  autre 
par  degrés  insensibles,  on  pourra  considérer  les  formules  (4)  comme 
devant  être  vérifiées,  pour  un  point  Q  choisi  arbitrairement  sur  l'axe 
des  X,  quel  que  soit  l'angle  j3,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  quel  que 
soit  le  rapport  de  cosj3  à  cosy.  On  aura  donc  alors,  pour  tous  les  points 
de  la  verge  situés  sur  l'axe  des  x, 

(5)  F-o,        E  =  o,         B  +  P=:o,        I)=:o,         C-t-P~o 
et,  par  conséquent, 

(6)  B=rC=---P,  l)=z:E=:F  =  0. 

11  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer,  a  posteriori,  que  les  valeurs  de  B,  C, 
D,  E,  F,  fournies  par  les  équations  (6),  vérifient  les  formules  (4), 
quels  que  soient  les  angles  [3  et  y. 

Si  le  contour  de  la  section  faite  dans  la  verge  par  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  des  x  offrait  un  polygone  rectiligne  ou  curviligne,  alors 
aux  diverses  positions,  que  pourrait  prendre  le  point  R,  correspon- 
draient au  moins  deux  valeurs  différentes  du  rapport  ^^:  d'où  il  est 

*-  *         cosy 

(»)  Œuvres  de  Cauc/ij,  S.  Il,  T.  VIII,  p.  383. 

OEuvres  deC—  S.  Il,"  t.  IX.  8 


k 
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aisé  de  conclure  que  les  formules  (4)  entraîneraient  toujours  les  for- 
mules (6). 

Soient  maintenant 

0  la  force  accélératrice  appliquée  au  point  (^,y,  ^); 
^  le  déplacement  de  ce  point  dans  le  sens  des  x  positives; 
X  la  projection  algébrique  de  la  force  o  sur  l'axe  des  abscisses; 
p  la  densité  naturelle  de  la  verge  élastique. 

On  aura  [voir  les  formules  (25)  et  (28)  de  la  page  16G  du  IIP  Vo- 
lume (')] 

,    ,  dX       dV       dE        -,         d'-'E 

(7)  -1 — ^3~  +  i — ^P^—P^' 

^^  '  dr       ay       ôz       ^  '  ôt- 

D'ailleurs,  quand  on  réduira  les  deux  coordonnées  r  et  :;  à  zéro,  les 
valeurs  de  B,  C,  D,  E,  F  seront  celles  que  déterminent  les  formules(6). 
Donc  alors  l'équation  (7)  donnera 

De  plus,  comme  les  formules  (G)  coïncident  avec  les  formules  (74)  de 
la  page  87,  quand  on  suppose  dans  ces  dernières  '^  =  P,  les  équa- 
tions (5),  (6)  des  pages  10  et  11,  réunies  aux  formules  (G)  de  la 
page  57,  fourniront  une  valeur  de  A  semblable  à  celle  que  nous  avons 
précédemment  obtenue  (p.  3G),  en  sorte  qu'on  aura  encore 

(9)  A  =  pa'|+n. 

Seulement  on  devra  remplacer  â'  par  P  dans  la  seconde  des  for- 
mules (i5)  et  (iG)  de  la  page  28,  à  l'aide  desquelles  on  pourra  tou- 
jours déterminer  les  deux  coefficients  12  et  II.  Cela  posé,  on  trouvera, 
pour  tous  les  points  de  la  verge  situés  sur  l'axe  des  a?, 

Ajoutons  que,  si  la  verge  est  terminée  par  deux  plans  perpendiculaires 

(1)  UEiwrcs  de  Cauchy,  S.  II,  T.  Vllf,  p.  202  et  JoS. 
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à  l'axo  (les  x  et  dont  chacun  supporte  une  pression  extérieure  "|ï  diflé- 
rente  de  P,  on  aura,  pour  les  deux  extrémités  de  cette  verge,  suppo- 
sées libres, 

(II)  A=-P, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ôx  p 

Au  contraire,  si  Tune  des  extrémités  devient  fixe,  il  faudra,  pour  cette 
extrémité,  remplacer  la  condition  (12)  par  la  suivante 

(i3)  t  =  o. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  force  accélératrice  9  et  les  pressions  exté- 
rieures P,  |ï  s'évanouissent,  l'équation  (10)  se  réduit  simplement  à 

et  la  condition  (12)  à 

(10)  T^=o- 

L'équation  (10)  ou  (i4)»  réunie  aux  conditions  (12),  (i3)  ou  (ij), 
suffit  évidemment  pour  déterminer  le  déplacement  l  d'un  point  quel- 
conque de  la  verge  élastique  dans  le»sens  de  l'abscisse^,  et,  par  con- 
séquent, les  vibrations  longitudinales  de  cette  verge.  Or  ces  équations 
et  conditions  sont  absolument  indépendantes  de  la  forme  de  la  section 
faite  dans  la  verge  élastique  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x, 
et  entièrement  semblables  aux  formules  qui  déterminent  les  vibra- 
tions longitudinales  d'une  verge  rectangulaire,  c'est-à-dire  aux  for- 
mules (25),  (G7),  (34),  (36),  (64)  des  pages  29,  3i,  35  et  36.  Donc 
les  vibrations  longitudinales  d'une  verge  prismatique  ou  cylindrique  à 
base  quelconque  seront  les  mêmes  que  celles  d'une  verge  rectangu- 
laire. Ainsi,  en  désignant  par  a  la  longueur  d'une  verge  prismatique 
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ou  cylindrique,  et  par  N  le  plus  petit  nombre  de  vibrations  longitudi- 
nales que  cette  verge,  supposée  libre,  puisse  exécuter  pendant  l'unité 
de  temps,  on  aura  toujours  [voir  la  formule  (78)  de  la  page  89] 

(16)  N  =  — . 

De  plus,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  section  transversale,  ù  repré- 
sentera la  vitesse  de  propagation  du  son  dans  la  verge  indéfiniment 
prolongée,  et  pu-  le  rapport  qui  existe  entre  la  pression  A  supportée 
par  la  section  transversale  et  la  dilatation  longitudinale  -.-^  dans  le  cas 
où  les  pressions  extérieures  s'évanouissent.  Donc,  en  prenant  ce  rap- 
port pour  mesure  de  l'élasticité  de  la  verge,  on  pourra  encore  affirmer 
que  la  vitesse  de  propagation  du  son  dans  la  verge  est  proportionnelle 
à  la  racine  carrée  de  son  élasticité. 

Les  résultats  que  nous  venons  d'exposer  subsistent,  de  quelque  ma- 
nière que  l'élasticité  du  corps,  d'où  l'on  suppose  la  verge  extraite, 
varie  quand  on  passe  d'une  direction  à  une  autre.  Ils  coïncident  d'ail- 
leurs avec  ceux  que  M.  Poisson  a  obtenus,  en  considérant  une  verge 
extraite  d'un  corps  solide  dont  l'élasticité  reste  la  même  en  tous  sens. 
Seulement,  dans  ce  cas  particulier,  le  coefficient  12  devient  indépen- 
dant de  la  direction  que  présentait,  avant  l'extraction,  l'axe  de  la  verge 
élastique. 


SUR  LA  TORSION 


VIBRATIONS  TOURNANTES  DTNE  VERGE  RECTANGULAIRE. 


Considérons,  comme  ci-dessus  (p.  23),  une  verge  rectangulaire  qui, 
dans  l'état  naturel,  ait  pour  axe  l'axe  des  x,  pour  densité  la  constante  p, 
et  pour  section  transversale  un  rectangle  dont  les  côtés  ih,  ii  soient 
respectivement  parallèles  aux  axes  des  y  et  z.  Supposons  d'ailleurs 
que,  cette  verge  venant  ii  se  mouvoir,  on  désigne,  au  bout  du  temps  /, 
par  X,  y,  z  les  coordonnées  de  l'un  de  ses  points,  par  X,  Y,  Z  les 
projections  algébriques  de  la  force  accélératrice  appliquée  au  point 
(a?,  r»  ^)»  et  par  A,  F,  E;  F,  B,  D;  E,  D,  G  les  projections  algébriques 
des  pressions  que  supportent  au  même  point,  du  côté  des  coordonnées 
positives,  trois  plans  perpendiculaires  aux  axes  des  x,  y,  z.  Soient 
encore  x  —  ^,y  —  -q,  ^  —  C  les  coordonnées  initiales  du  point  {x,  y,  z), 
et  concevons  que  les  faces  latérales  de  la  verge,  primitivement  paral- 
Itdes  aux  plans  des  x,  y  et  des  x,  z,  soient  soumises  aux  pressions 
t'xtérieures  et  constantes  P,  'i*.  Enfin,  désignons  par 

les  valeurs  des  déplacements  H,  yj,  C  relatives  au  point  qui,  étant  situé 
sur  l'axe  de  la  verge,  correspond  à  l'abscisse  x;  et  posons  générale- 
ment 

(')  y  =  rio,o-h/-,         j  =  Co,o+/"'- 

Si  l'on  prend  x,  y,  z  pour  variables  indépendantes,  les  formules  (^8  ) 


(2) 


+  1-  + 
dy 

dz 

dE 
dx 

ày 

d\) 
dz 

dE 
dx 

ày 

dC 
dz 
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ol  (9)  de  la  page  33 1  du  IIF  Volume  (  '  ),  savoir 

d^^ 

et 

(3)  E  =  o,        D=:o,         C  =  — P, 

subsisteront,  les  trois  premières  pour  un  point  quelconque  de  la  verge 
en  mouvement,  les  trois  dernières  pour  r'=  —  i,  r'=  i,  tandis  que  l'on 
aura,  pour  r  =  —  h  et  pour  r  :=  h, 

(4)  F  =  o,        B=:  — 'a.\        D  =  o. 

Quant  aux  pressions  A,  B,  G,  D,  E,  F,  elles  seront  déterminées  par  les 
formules  (11)  et  (12)  de  la  page  12,  si  la  verge  élastique  est  extraite 
d'un  corps  solide  qui  offre  trois  axes  d'élasticité  parallèles  aux  axes 
coordonnés,  et,  dans  le  cas  contraire,  par  les  formules  (5),  (G)  des 
pages  10  et  II.  Déplus,  on  prouvera,  par  des  raisonnements  semblables 
à  ceux  dont  nous  avons  fait  usage  à  la  page  2/48  du  IIP  Volume  (-),  que, 
si  l'on  veut  prendre  pour  variables  indépendantes  r  et  /•'  à  la  place  des 
deux  coordonnées  r,^,  il  suffira  d'écrire  partout  rau  lieu  de  r,  et  r'  au 
lieu  de  z,  dans  les  formules  dont  il  s'agit  et  dans  les  équations  (2).  On 
aura  donc  alors,  pour  tous  les  points  de  la  verge  élastique, 

/  ^A       ^F 
l  dx        dr 

,..  ]  dF       dB 

dx        df 

dE       dD 

dx        dr 


('  )  OEuvres  de  Caiichy,  S.  II,  T.  VIH,  p.  385. 
(2)  Ibid.,  p.  292. 


dE 

dn 
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Ajoutons  que,  pour  tout  point  situé  sur  l'axe  de  la  verge,  on  aura  évi- 
demment 

et,  par  suite, 

Cela  posé,  si  l'on  développe  les  quantités 

ç,    Yî,     C;     X,     Y,     Z;     A,     B,     C;     I),     E,     F, 

eonsidérées  comme  fonctions  de  x,  r,  r'  et  /,  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  r,  r',  et  si  l'on  joint,  en  conséquence,  à  la  formule 

toutes  celles  qu'on  en  tire  quand  on  y  remplace  la  lettre  ^  par  l'une  des 
lettres  y],  l;  X,  Y,  Z;  A,  B,  C,  D,  E,  F,  on  déduira  sans  peine  des  équa- 
tions (■)),  réunies  aux  conditions  (3)  et  (4),  celles  qui  serviront  à  dé- 
terminer, pendant  le  mouvement  de  la  verge  élastique,  les  valeurs  des 
fonctions 

Ço,o>      '1o,o>      so,o» 

c'est-à-dire  les  déplacements  d'un  point  de  l'axe  mesurés  dans  le  sens 
des  coordonnées  x,  y,  :-.  En  opérant  de  cette  manière,  on  se  trouvera 
immédiatement  ramené  aux  formules  (23),  (26)  et  (Vi)  des  pages  29 
et  3-2.  De  plus,  lorsqu'on  connaîtra  les  valeurs  des  fonctions  Ho.o»  /io.o' 
"Co,o»  on  pourra  fixer  les  valeurs  correspondantes  de 

Çl,Ol        ÇO.U        "^Jl,0'        Co,i 

à  l'aide  des  formules  (23)  et  (42)  des  pages  29  et  32,  et  la  valeur  ap- 
prochée de  ^  à  l'aide  de  l'équation 

(7)  ^  =  ^o,o+^i,o'"  +  ^o,i'"'- 

Quant  aux  valeurs  approchées  des  déplacements  r^,  Z,  que  l'on  peu! 
considérer  comme  devant  être  fournies  par  les  équations 


à 
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elles  dépendront  non  seulement  des  quantités  v]o.o,  Co.o»  "l^o»  Co.. 

mais  encore  des  suivantes  : 

(9)  ^'0,1'         ^1,0- 

il  est  important  d'observer  que,  si,  les  pressions  P,  (e  étant  nulles, 
la  verge  élastique  se  meut  de  manière  que  chaque  point  de  son  axe 
demeure  immobile,  les  trois  fonctions 

S0,0»         ''0,0)        ^50,0 

s'évanouiront,  ainsi  que  les  valeurs  de  ^,,0.  z]!,».  ^o..»  'Co,.  déterminées 
par  les  formules  (23)  et  (42)  des  pages  29  et  32.  Alors  les  vibrations 
de  la  verge  seront  du  genre  de  celles  que  l'on  nomme  tournantes;  et  la 
valeur  approchée  de  \  sera  nulle,  tandis  que  les  valeurs  approchées  de 
•/],  'C,  réduites  à 

dépendront  des  quantités  (9).  Il  y  a  plus,  si  l'on  désigne  généralement 
par  X  le  rayon  vecteur  mené,  au  bout  du  temps  /,  du  point  {x,  y]o,o,  Co) 
au  point  (a;,  y,  z),  et  par  tt  l'angle  que  forme  ce  rayon  vecteur  avec  le 
demi-axe  des  y  positives,  on  aura 

(n)  r  —  7)0^0= /•=  icoscT,         5  —  so,o  ='■'=«- sinro; 

tandis  que,  en  nommantr  —  6  la  perpendiculaire  primitivement  abais- 
sée du  point  {x  —  \,y  —  r^,z  —  t)  sur  l'axe  de  la  verge,  et  cr  —  -^  l'un 
des  angles  formés  par  cette  perpendiculaire  avec  l'axe  des  j,  on  trou- 
vera 

(i^-)        J  — r,  z=  (i  — ô)cos(cj  — d;),         ^  — C  =  (t  — ô)sin(în  — 4^). 

D'ailleurs  on  tirera,  des  formules  (8),  (11)  et  (12)  combinées  entre 
elles, 

I   (  '~  -)  cos(gj  —  d>)  =  (i  —  y)i,o)  COSGT  — -^0,1  sincT, 
(i3)  < 

(  y~l)  sin(^  — '!)  =  — ^i,ocosc7  +  (i  — Ç(,,i)sincT; 


D'UNE  VERGE  RECTANGULAIRE.  60 

puis,  on  en  conclura,  en  considérant  les  quantités  -?  'j»  comme  infini- 
ment petites  du  premier  ordre,  et  négligeant  les  termes  du  second 
ordre, 

f  -  sinGT  +  (];  cosGT  m  Çi,o  cosTH  +  Ço,i  sincT, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 


cosîjj  —  'I  sinm  =;  Y]i,o  cosci  -H  -^0,1  smcT, 


(i5) 


-  ^  "''•"'^  ^"''  +  ^■'«~  ^«-^  COS270  +  "^"■^  ^  ^'''''  sin.^, 


Donc,  lorsque  la  fonction  ^«,0  et,  par  suite,  les  quantités  y],,o.  Co,i  s'éva- 
nouiront, on  aura  simplement 

(,6)         ^':^!lMltli^sin2GT,        ^=^-MIz:^  +  ^-M±:^cos2m. 
^     '         t  2  2  2 

Enfin,  si  S  s'évanouit,  les  équations  (iG)  donneront 

(17)  Tno,i  +  Çi,o=o 

et 

/    o\  I  '1.0       ^0»!         y 

D'autre  part,  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  les  diverses  for- 
mules  qui  précèdent,  -  et  ']/  représentent  à  très  peu  près  la  dilatation 
linéaire  mesurée  suivant  le  rayon  t,  et  l'angle  de  torsion  de  la  verge 
élastique  autour  du  point  situé  sur  l'axe  des  x  à  la  distance  x  de  l'ori- 
gine. Donc,  pour  évaluer  cet  angle,  ainsi  que  pour  découvrir  les  lois 
des  vibrations  tournantes,  il  est  nécessaire  de  fixer  les  valeurs  des 
quantités  y]o,,,  ^,,0  que  renferment  les  formules  (10)  et  (f8).  Tel  est 
l'objet  dont  nous  allons  nous  occuper. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  l'on  suppose  la  verge  élasti({ue  extraite 

OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  IX.  9 
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d'un  corps  solide  qui  offre  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  et  paral- 
lèles aux  axes  des  x,  y,  z.  Dans  ce  cas  particulier,  on  tirera  des  for- 
mules (i  i)  et  (12)  de  la  page  12,  en  y  remplaçant  j,  z  par  r,  r',  et  en 
développant  les  quantités  E,  r^,  '(,  A,  B,  C,  D,  E,  F  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  r,  r',  ii  l'aide  d'équations  semblables  à  l'équa- 
tion (6), 


(•9) 


(20) 


(21) 


Ao,o  — a-y—  —  1-^1,0-+-  eÇo.i,        Bo,o=  1  -i OYîi,o4-  aCo.i, 


''Çn.n     ,      1  _L_  f-y 

0.0  — -  6      ^        ~r-  <l  '/^i^o    '     Ci,o,l> 


Do,o=d(-o«,.+  C,,o),  Eo,o=e(^-^^^-T-c:o,,j,  Fo,o=:f(^-^^^4-2,,oj; 

Ao,i  =  a-T^  +  fTOi,i-f-  eCo,2,  Bo,i=  f^^  +  tîYi,,,H- d^o,2,  ^0,,=  e  -^  +  drj,,, -- cÇ,,,,, 

OJC  (JX  ()X 

1,0=  a-^  -T-  102,0— eÇ,,i,  B,,o=i-^^  +»-02,o-t-tl?i,i,  ^»'"~^"j^  -i- (1^2,0^  cÇ,,,, 


Donc  alors,  parmi  les  fonctions 

(22)  Ao,o>      Oq.oj      '-'0,n>      ^-'o,o>      Eq^o»      *^o,oî 

!Ai,o>      Bi^o>      '-'1,0»     ^^1,0?     Ej^o»     *i,oj 
Ao,l»       Do,I)       '-'CM       t-'o,!»       Eo,i,       ro,i> 

les  trois  suivantes 

(24)  Bo,o==d(-no.i-T-Çi,o), 

(a5)  E,..-=e(%«^  ?.,,),         Fm=  f('^  +  ?..,) 

seront  celles  qui  dépendront  des  quantités 
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D'ailleurs,  si  l'on  développe,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  r, 
r' ,  les  deux  membres  de  chacune  des  formules  (3)  et  (4),  en  observant 
que  les  formules  (4)  subsistent  pour  r  =  =t  ^,  et  les  formules  (3)  pour 
r'  —  ±  i,  on  trouvera  :  i"  quel  que  soit  /■ , 

(26)   {  Bo,o  +  Bo,,/-'-f-Bo,2—  -H...+  — (B2,o  +  B2,i/-'^B,,2—  +...j+...  =  -^, 

..'2  /<2     /  ^'2  \ 

l>o,o^-Uo,i '•'-+- ï>o.2—  -H...-^  -(1)2.0 -t- 1)2,1 /''^D^,.,—    -h...  ]  +  ...=:  O, 


,./2  /<2 

2 

et 

F,,o-i-F,,,/-'- +  ^(F3,„-f-F3,,/-'-f- )+...  =  o, 

■27)    <j    B,,„-r-B,,,/-'-f- 4-   -^   (B3,o^hB3,,/-'+ )  +...r=:0, 

i)i,o-Di,i'-'+ +  -Q  (  1)3,0-^03,,/'+ •)  -h...  =  o; 

2"  quel  que  soit  r, 

Eo,o  -+-E,,o  /■  -+-E2,o h.   .   .--t-    -  I  E„,2-t-  »^1,2  '     -f-  ^2,2 

)       I    Do,0+l>.,o'-+    I>,,o^    +...+    '-(Do,2     r-D,,2/--^D2.2'-    +...j+...  =  0, 

.  Co,o  +  C,,o  /•  -T-  Ci,o  —  4- ...  +  -  (  (^0,2  +  <^i,2  /■  ^  C2.2  —  + ...  j  4- ...  —  —  P, 
et 


E,  .-2  /•  4-  E2.2 4  .  .  .  )  4- .  .  .  =  o, 


Eo.i  -+-  E,,,  r4- -^7T-(  E0.3  -H  E,,3  /•  -^ 


'    6 
(29)    {  Do,i  '-r  Di.jr  4- -4  ^  (  D0.3  ï-  D,.3/-  4- 4-  . .  .  =  o, 

Co.i  +  C,,,  r4- 4-^(  Co,:,  -f-  C,,3  /■  + -h . .  .=  o. 
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Donc,  par  suite,  en  regardant  les  épaisseurs  ili,  ii  comme  des  quan- 
tités très  petites  du  premier  ordre,  et  négligeant,  dans  les  for- 
mules (26),  (27),  (28),  (29),  les  termes  du  quatrième  ordre,  on  aura, 
non  seulement 


(3o) 


/                          /?»  A*  />2 

Fo.o -H  —  F2,o  =  O,  Bo,o-i B2,o  =  — ^i*,  DooH I),  0  =  0, 

1                          2  2  2          "' 

< 

f    Eo,0-+-    —  Eo,2=0,  Do,o-+-    ^^0,2—  O,  Co,o  +    -^  Co,2   =--  —  P, 

Fo,, -1- -^F2,,  =  o,  B,_,  4- ^62,1  =  0,  Do,i4-— D2,,  =  o, 

i                            f2  ^-2  ^-j 

f    Eo,,+     g-Eo,3=0,  Do,i+     g-Do,3=0,  Co,l   +   -g    Co,3  =  0, 

Fi,o+ -g  F3,o  =  o,  B,,o-h -g-B3,o=o,  D,,o+ -^03,0=0, 

(32)      { 

i^  i^  i'^ 

Fi,o+ —  E,,j=:o,  Di,o-i- — -Di,2=^o,  Ci,o-t- —  Ci,2  =  o, 


mais  encore 


/2 


(33)  Do,2H ^2,2=0,  Da.oH D2  2=0, 

2  2 

et 

h^  i- 

puis  on  tirera  des  équations  (3o)  et  (33) 

(35)  Do,o  =  -  ^I^2.o  =  -  -^Do,2=  ^D2,2. 

On  aura  donc,  aux  quantités  près  du  quatrième  ordre, 

(36)  Do,o=o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(37)  Tno,i  +  Ci,o  — o; 
puis,  en  posant  comme  ci-dessus 

(38)  tj;=:Ç,,o=z:— rjo.i, 
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on  on  conclura 

(39)  E,,o=:e(^?,,,4-^),         Fo,,-=f(^^,i 


Il  reste  à  former  deux  équations  qui  soient  propres  à  déterminer  les 
valeurs  des  deux  inconnues  -^  et  ^,,,,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
les  valeurs  des  deux  fonctions  E,,o,  Fo,i-  Or  on  a  déjà,  en  vertu  des 
formules  (3i)  et  (32), 

(4o)  Fo,i  = ^^2,1»  E,,o  =  — — E,,2. 

De  plus,  si  l'on  développe,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  r,  r' , 
les  premiers  et  seconds  membres  des  équations  (5),  on  en  tirera 


(42) 


[^--+B3,.+  D,,,  +  p\,,._p-^^, 


(43) 


-^— +D2,2+C.,3  +  pA,2  =  p-^-^-. 


et,  en  éliminant  B,,,,  C,,,  entre  ces  dernières,  après  y  avoir  substitué 
les  valeurs  de 

(44)  Bs,!,         Cl, 3,        Do, 2,        D2,o,        D2,2,        F2,l,        Ej^j 

déduites  des  formules  (34)»  (35)  et  (4^)»  on  trouvera 

^^^       3  "ZT  -  3  "7^  "^  P  i^"''  ^  6  ^^''.j  =  Pt,"^?"  +  -6   -^Ti- 
(^7)       3-rf:^-3"Â^+Pr>»-^  6^''0-pI-1^  +6   "âl^ 
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Enfin,  si  l'on  néglige  les  termes  du  quatrième  ordre  par  rapport  aux 
épaisseurs  2 A  et  ii  :  1°  dans  l'équation  (45)  multipliée  par  h'^i^; 
2^  dans  celle  que  produit  l'élimination  de  Do  „  entre  les  formules  (46) 
et  (47)»  on  obtiendra  les  deux  suivantes  : 

(48)  A^E,,o^/-Fo,,  =  o, 

(49)  3 ~^~ +p(//^/,,„-.^\o,.)-? ^, 

Les  équations  (4^)  et  (49)»  étant  réunies  aux  formules  (38)  et  (39), 
fourniront  évidemment  le  moyen  de  déterminer,  avec  la  fonction  de  x 
désignée  par  ^,,,,  l'angle  '\>,  et,  par  conséquent,  les  inconnues  y]o,,,  ^,,0- 
En  effet,  on  tirera  des  formules  (38),  (39)  et  (48) 


(5o) 

à'-K\,o—  i'-rio,i~  (/'^-H 

'■■^)'J^, 

Ei.o        Eo,i 

âb 

(5i) 

E,.o       -Fo.,          e           f 

■'■ôi: 

i*    "        h^      ~      i^       h'- 

e       r 

^52) 

A*E.,o--^-'F„.,  =  A-^.-^(^!;"      ^;,'' 

p       T 

Donc 

1  eqi 

uation  (49)  pourra  être  réduite  à 

(53) 

8     hH'     ô^^         ,,,„          .,^-     ^ 

=P('.'-v';t 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  ii 

e  ^  f 

Ajoutons  que,  après  avoir  fixé  la  valeur  de  -{>  à  l'aide  de  l'équation  (  )4), 
on  conclura  des  formules  (39)  et  (48) 


(55)  ■^,,, 


ë  "~  T  d^ 
P_  ^  A*  dx 
e  "^  T 


(^9) 
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Concevons  à  présent  que  la  verge  élastique  soit  extraite  d'un  corps 
solide  qui  cesse  d'offrir  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  et  paral- 
lèles aux  axes  des  x,y,  z.  En  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  établira 
encore  les  équations  (36),  (48),  (49).  Seulement  les  valeurs  de  Do,o, 
E,,o,  F„,,  ne  seront  plus  fournies  par  les  équations  (24)  et  (25),  aux- 
quelles on  devra  substituer  de  nouvelles  formules  que  nous  allons 
indiquer. 

Si,  dans  les  équations  (3o)  et  dans  celles  des  équations  (3i),  (32) 
qui  ne  renferment  pas  les  fonctions  E,,o»  F„,,,  on  néglige  les  termes 
proportionnels  au  carré  de  A  ou  de  i,  on  obtiendra  non  seulement  la 
formule  (36),  mais  encore  les  suivantes  : 

(56)  Bo,o^----'JP,         €0,0  =  -!",         Eo,o^o,         Fo,o=:o; 

(57)  Bo..==o^  Co,,=  o.  Do,,-o,         Eo,,^o; 

(58)  B,,o=:o,  C,,o=o,  D,,o=^o,         F,,o  =  o. 

De  plus,  si,  après  avoir  remplacé,  dans  les  formules  (5),  (6)  des 
pages  10  et  II,  les  variables  y,  z  par  r,  r',  on  y  développe  les  quan- 
tités ^,  •/],  'C,  A,  B,  C,  D,  E,  F  suivant  les  puissances  ascendantes  de  r 
et  r\  on  en  conclura 


Ao,o=  a -J^  4- fYi,,o    -t-eCo,i    -^    ii(yîo,,+  Çi,o) 


,    /  ''•50,0      .      r 


Bo.o=f  ^-"  +  1^^1,0   -^^Ko,i     -i-   u'(-Oo,,-i-C,,o)-^v'  (-^-^^0,1 


V    /   <''sO,0 


Co,„  =  e^-+-drj,,o  +cÇo..  +u''(rio..^Ç,.o)-^v"(--J^  +  £o.. 
Do,o=  u  -j^  +  u'r),,o  +  u'Ço.i  ^  ti(-no,,  +  C.,o)  +  -^"{pjj^  +  ^o,t 
Eo.o=  V  ^"  4-  v'-n,,o  -+-  VÇo..  -I-  w"(r]o,.  +  C.,o)  +  e  (^^  -r  Ho.1 
Fo,o  =  w^"  +  w'-r),,o-f-w''Co,,+  v'Cno,i-^C.,o)  +  u  (^"+^0,1 


<).t 

<)x 


< 


W 


ôx 


:l,0 


^1.0 


Çl.O 


V'   f  ^°  + 

ax 
ôx 
Ox 


-+-  u 


-f-f 


ii.o 


'^1,0 


—  Çi.o 
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Ao.i=a-|^+fra.,    +eCo.2  ^  u(y)o,2+ Ç,,,)  +  v  ("^  +  |„^ 


Bo,,=  f  ^  +  bï).,,  +  d^o..    +  u'(r)„,,+  C,,0  -f-  V  (^^  +  ^„, 


^ço 


V   fà^OA 


(60) 


Co,,  =  e  -^  +  dïi,,,  +  cCo,2    +  u"(y)o,2H-  C,,i)  +  V"  p^  4-  |„, 


t^^ 


dx 


\  Ai.o=a^"  +  f%,o    +eCi,t    +   u(r)i,,  +  C2,o)+v  (  ^  +  |,^, 


(6 


Bi,o-f  ^  +  br),,o  +dCi.,    +  u'(rî,.,-Ç,,o)  +  v'  (^  +  |,,t 

,)    (  ^ 


>Uwr- 

+ 1,., 

')--'(^ 

+  ^1.. 

')-«"(^ 

+  ^M 

')-^'('^ 

+  CM 

.)-r,r 

+  ^1,1 

')-f(^ 

+  ^1,1 

■)-K^" 

+  12,0 

■)-»'(^ 

+  I2.O 

■)-»"(t^ 

+  ^2,0 

)-^^'(^ 

+  ^2,0 

)-"(^ 

+  ?2,0 

)-'(^ 

+  ^2,0 

Gela  posé,  admettons  que  l'on  substitue  les  valeurs  des  fonctions 


(62) 


**0,0>         ^0,0»         Uco»        Lo,o>        ^0,0» 


tirées  des  formules  (09)  dans  les  cinq  équations  (36)  et  (56).  On 
pourra  de  ces  cinq  équations  déduire  les  valeurs  des  cinq  quantités 


T'M.O»       S0,1>       1^0,1-1-  Si, o>       ~^ r- Ço,n       —\ r~Çl,0» 


(63) 

exprimées  en  fonction  de 

(64) 


^Ho.o 

dx 


dx 


,     P     el     a\ 


/ 
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Kn  opérant  de  cetle  manière,  on  retrouvera  nécessairement  les  for- 
mules (23)  et  (4^)  des  pages  29  et  32,  savoir, 

(05)  .:„.^^^  =  k|M^n',      ..,.=  >!;=+«'. 

(G6)  .,,^!|m=«:|.  +  „„      r.„=c%=+„,; 

ir,  ir,  II,,  U.,  étant  des  fonctions  linéaires  de  P  et  de  <S  déterminées 

par  des  équations  semblables  aux  formules  (21)  de  la  page  29;  et, 
pour  fixer  ensuite  la  valeur  de 

il  suffira  de  combiner  les  équations  (05),  (66)  avec  l'équation  (36) 
présentée  sous  la  forme 

en  sorte  qu'on  aura 

(68) 

u'ir'+u"n,  +  v'ii'H-\v  II, 


L'équation  (68)  est  celle  qui,  dans  riiypothèse  admise,  devra  rem- 
placer le  système  des  formules  (24)  et  (36).  D'autre  part,  si,  après 
avoir  substitué  les  valeurs  de 

(69)  B„.„     C„.„     !),,„    E„., 

tirées  des  équations  (60),  dans  les  formules  (37),  on  déduit  de  ces 
formules  les  valeurs  de 


(70)  ini,!,        Co,2,        Ylo,2+Cl,l, 


^0,21 


pour  les  substituer  à  leur  tour  dans  la  dernière  des  équations  (60),  on 
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obtiendra  un  résultat  de  la  forme 


(70 


g,  h  désignant  des  coefficients  qui  dépendront  des  constantes  a,  b,  c, 
d,  e,  f,  u,  V,  w,  u',  v',  w',  u",  v",  w".  Pareillement  les  formules  (  j8) 
et  (Gi)  donneront 


(72, 


j,  i  désignant  de  nouveaux  coefficients  analogues  à  ceux  que  renferme 
l'équation  (71).  Si  maintenant  on  combine  les  formules  (71),  (72) 
avec  les  formules  (48)  et  (49)»  on  trouvera  successivement 


Fo.i  i 


Ei.o         Fo,i         j   (?|i,o  _  g  ^,_i  ^  (^(|i,o— ^0,1) 

h 


i    dcT         h    dx 


dx 


/i- 


(74)  /<^E,,o—  ^''Fcirii  ;^ 


¥ 


i-        h- 


17 


i  ^  _  ^  ^&ii  _^  ^(^1,0— -^0,1) 

i    dx        h    ()^  dx 


(75) 


1 4  ^^'^'  r^"(^i.o~ 


i    Ox'-         Il    (9^'^ 


p(A^Z,,o—  i'Yo,,; 


1         II 


(76) 


puis  on  en  conclura,  en  ayant  égard  à  la  première  des  équations  (Gd) 
et  à  la  première  des  équations  (G6) 


4 

h'- 

i' 

3 

t- 

A  2 

i 

' 

"  F 

(^jr-'  \i    '        Il     /    c^>2?'  i      (9.r^  îi     àx'* 


^"(/'■Ci.o—  <-Y]o,i^ 


+  û(A2Z,.o  — /-^o.i) 


<^<=' 


Les  formules  (G8)  et  (76)  serviront  à  déterminer  les  deux  inconnues 
''îo.i'  Ct,o»  quand  on  aura  fixé,  à  l'aide  des  méthodes  exposées  dans  l'un 
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dos  derniers  articles,  les  valeurs  de  Ho,o,  "/io.oc  Co.o»  c'est-k-dire  les  dé- 
placements d'un  point  situé  sur  l'axe  de  la  verge  élastique.  Ajoutons 
(|ue  l'on  tirera  des  formules  (48),  (71)  oi  (72) 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(7«) 


?M 


Il  \  d^ 


i  \  dx 


i   h 


h  i 


et  que  l'équation  (78),  étant  jointe  aux  formules  (68),  (76),  fournira 
le  moyen  de  déterminer  l'inconnue  ^^\^. 

Les  formules  (68),  (76),  (78)  se  simplifient  lorsqu'on  suppose 
chaque  point  de  l'axe  des  x  immobile  pendant  la  durée  du  mouve- 
ment, et  les  pressions  P,  à'  réduites  à  zéro.  Alors,  en  effet,  les  quan- 
tités 

r  Y)  ^  II'       n"      TT        TT 

étant  nulles  aussi  bien  que  les  pressions  P,  ^i\  l'équation  (68)  se  ré- 
duira simplement  à  la  formule  (37);  et,  en  posant  de  nouveau 

on  tirera  :  1"  de  la  formule  (76) 
ou,  ce  qui  revient  au  même. 


(80) 


3  P 


h 


^1,0 


h' 


I         I  \  d-4^ 


h^  J  dt'  ' 


/2 

/i* 

h 

a<^ 

- 

4- 

II' 
¥ 

dx 
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2**  (le  la  formule  (78) 

(81)  Iaa 
Dans  la  môme  hypothèse,  on  aura  encore 

(82)  Ç(.,1  =  0,  ;i,o=o,  -^i^o^zo,  ?o,i  =  o- 

Par  suite,  les  formules  (71),  (72)  donneront 

(83)  F..,= h  (.:,., -^i),     E„.=  i(.:,,-^| 

et  les  formules  (8)  se  réduiront  aux  formules  (10). 

Il  est  maintenant  facile  d'apprécier  le  motif  qui  nous  a  déterminés  à 
conserver  les  termes  proportionnels  au  carré  de  h  ou  de  i,  dans  les  for- 
mules (4o)»  c'est-à-dire  dans  celles  des  formules  (3i),  (32)  qui  ren- 
ferment les  fonctions  E,^o'  Fo.i-  Effectivement,  si  l'on  négligeait  sans 
exception  tous  les  termes  dépendants  de  h  et  de  i  dans  les  for- 
mules (3i),  (32),  on  en  déduirait,  non-seulement  les  équations  (37), 
(58),  mais  encore  les  deux  suivantes 

Fo,i=o,         Eko=o; 
et  l'on  conclurait  de  ces  dernières,  combinées  avec  les  formules  (83), 


^1,1  =  0. 
Or  l'équation 


^''•  =  ^'  tv^""' 


dx 


exprime  que  l'angle  '\)  est  indépendant  de  l'abscisse  x,  et  cette  circon- 
stance ne  peut  s'accorder  avec  le  mouvement  d'une  verge  tordue,  mais 
seulement  avec  le  mouvement  d'une  verge  qui  tourne  sur  elle-même. 
Donc,  pour  découvrir,  dans  tous  les  cas,  les  phénomènes  qui  résultent 
de  la  torsion  d'une  verge  élastique,  il  est  nécessaire  de  conserver  les 
termes  proportionnels  au  carré  de  h  ou  de  i  dans  les  formules  (4<>);  ce 
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qui  revient  à  supposer  que  les  fonctions 

F  F 

*  2,H         •-'1.2 

acquièrent  des  valeurs  numériques  très  considérables  relativement  à 
celles  des  quantités 

que  renferment  les  fonctions  Fo.,,  E,,o. 

Lorsque  les  forces  accélératrices  Y,  Z  deviennent  constantes,  les 
quantités  Yo,,,  Z,  „  s'évanouissent;  et  alors,  en  faisant,  pour  abréger, 

on  tire  de  la  formule  (80) 

(85)  .  p.2^^^. 
'  dx^        dt- 

Dans  le  cas  particulier  où  la  verge  est  extraite  d'un  corps  solide  qui 
offre  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  et  parallèles  aux  axes  des  x, 
y,  Zy  les  formules  (71),  (72)  se  réduisent  aux  formules  (2.5),  et  l'on  a, 
par  suite, 

(86)  i  =  e,        h  =  f, 

Enfin,  si  l'élasticité  du  corps  solide  est  la  même  dans  tous  les  sens,  on 
trouvera 

(88)  ■  e  =  f, 

et  la  formule  (87)  donnera  simplement 

Les  équations  (68),  (7G),  (80),  etc.,  subsistent  pour  une  valeur 
quelconque  de  l'abscisse  a?.  Mais,  lorsqu'on  veut  effectuer  la  détermi- 
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nation  complète  des  inconnues  yjo ,,  '(,  „,  'h,  il  faut  à  ces  équations  en 
joindre  d'autres  qui  se  rapportent  aux  deux  extrémités  de  la  verge 
élastique.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  cette  verge  terminée,  dans 
son  état  naturel,  par  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  et  qui 
supportent  en  chacun  de  leurs  points  une  nouvelle  pression  désignée 
par  y.  On  aura,  pour  ces  mêmes  points, 

(90)  A=-ï),        F  =  o,        E  =  o, 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  r,  r';  et,  par  suite, 

(9O  Fo,i  =  o,         Ei,o=:o; 

puis  on  tirera  des  formules  (91)  combinées  avec  l'équation  (74) 


(92) 


i    du-        h    d^  dx 


Ajoutons  que,  si,  les  pressions  extérieures  étant  nulles,  l'axe  de  la 
verge  reste  immobile,  la  condition  (92)  pourra  être,  en  vertu  des  for- 
mules (38)  et  (82),  réduite  à  la  condition  plus  simple 

Les  formules  (92)  et  (93)  sont  relatives  au  cas  où  l'on  suppose  libres 
les  deux  extrémités  de  la  verge  élastique.  Si  ces  deux  extrémités  deve- 
naient fixes,- ou  plutôt  si,  les  extrémités  de  l'axe  étant  fixes,  chacun 
des  points  renfermés  dans  les  plans  qui  terminent  la  verge  était  assu- 
jetti de  manière  à  rester  toujours  placé  sur  une  même  droite  parallèle 
à  l'axe,  on  aurait,  pour  les  abscisses  correspondantes  aux  plans  dont  il 
s'agit,  non  seulement 

(94)  lo,o=o,  -00,0=0,  Ço,o=o, 

mais  encore 

quelles  que  fussent  les  valeurs  de  r,  r',  et  par  conséquent 

(96)  rîo.,=:o,  Ç,,o=o. 
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Donc,  en  supposant  l'axe  immobile  et  les  pressions  extérieures  nulles, 
on  trouverait,  pour  les  deux  extrémités  de  la  verge, 

(97)  '1  =  0- 

Si  l'on  voulait  découvrir  les  phénomènes  produits  par  la  torsion 
d'une  verge  élasti^que,  non  plus  dans  l'état  de  mouvement,  mais  dans 
l'état  d'équilibre,  il  suffirait  de  supprimer  les  dérivées  relatives  à  t, 
savoir 

dT- '^    7?' 

dans  les  équations  (76),  (80),  (85),  dont  la  dernière  se  réduirait  à 

Nous  ajouterons  ici  une  remarque  importante.  Si,  après  avoir  coupé 
la  verge,  prise  dans  l'état  d'équilibre  ou  de  mouvement,  par  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  des  .r,  et  correspondant  à  l'abscisse  x,  on  con- 
sidère le  système  des  pressions  ou  tensions  supportées  par  les  divers 
éléments  de  la  section  ainsi  formée,  à  ce  système  correspondra  une 
force  principale  dont  les  projections  algébriques  sur  les. axes  des  .r, 
y,  z  seront  évidemment  représentées  par  les  intégrales 


(99) 


ph     pi  ph      pi  ph      pi 

/      /    Xdrdr',       /       /     ]^drdi\        l      i     Edrdr', 

J-h'^-i  J-U^-i  J^^uJ-i 


et  un  moment  linéaire  principal  dont  la  projection  algébrique  sur  l'axe 
des  X  sera  exprimée  par  l'intégrale 

(]oo)     .  Ci    {/■¥.  —  r'¥)drdr', 

pourvu  que  l'on  fasse  coïncider  le  centre  des  moments  avec  le  point  où 
le  plan  sécant  rencontrera  l'axe  de  la  verge.  En  d'autres  termes,  l'ex- 
pression (100)  représentera,  au  signe  près,  ce  qu'on  peut  nommer  le 
moment  du  système  des  pressions  ou  tensions  ci-dessus  mentionnées 
par  rapport  à  l'axe  de  la  verge;  le  moment  d'une  force  par  rapport  à  un 
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axe  (')  n'étant  autre  chose  que  le  produit  de  cette  force  projetée  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  par  la  plus  courte  distance  entre  l'axe 
et  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit.  D'autre  part,  si,  dans  les  inté- 
grales (99)  et  (100),  on  substitue,  pour  A,  F,  E,  leurs  valeurs  appro- 
chées fournies  par  les  équations 

/  A=r  Ao,o+ A,,or-i- Ao,,r', 
(loi)  j  F  =  Fo,o  +  Fi,o'"  +  Fo,i/-', 

(  E  =  E„,o4-E,,or+Eo,i/-', 

ces  intégrales  deviendront  respectivement 

1,102)  /iAo.o^i,      4Fo,o/i/,      4Eo,o/'i 

et 

Donc,  en  vertu  de  la  formule  (74)»  l'expression  (100)  pourra  être  rem- 
placée par  le  produit  . 


(io4) 


i    dj^         h    dx  dx 


Dans  le  cas  particulier  où  les  déplacements  des  points  situés  sur  l'axe 
de  la  verge  sont  nuls,  ainsi  que  les  pressions  extérieures,  le  pro- 
duit (io4)  se  réduit  à 

Dans  le  même  cas,  si  l'on  applique  à  une  extrémité  libre  de  la  verge 
une  forée  dont  la  direction  soit  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire 

(•)  La  définition  de  ce  moment,  placée  an  bas  de  la  page  256  du  III"  Volume  (*),  convient 
seulement  au  cas  où  la  force  est  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe, 

(«)  Heiifies  de  Caitchy,  S.  Il,  T.  VIH,  p.  3oi. 


d;une  verge  rectangulaire.  si 

à  l'axe,  et  dont  le  moment,  par  rapport  à  cet  axe,  soit  désigné  par  DC, 
si  d'ailleurs  on  suppose  le  point  d'application  de  la  force  lié  invaria- 
blement avec  les  autres  points  du  plan,  ou  du  moins  avec  ceux  qui  se 
trouvent  placés  sur  la  base  de  la  verge  élastique,  on  aura,  pour  l'extré- 
mité dont  il  s'agit, 

Pour  montrer  une  application  des  formules  précédentes,  considé- 
rons d'abord  l'équilibre  d'une  verge  rectangulaire  qui,  dans  l'état  na- 
turel, ait  pour  axe  l'axe  des  x,  et  qui  offre  une  extrémité  fixe,  l'autre 
extrémité  étant  sollicitée,  comme  on  vient  de  le  dire,  par  une  force 
comprise  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Si  l'on  suppose  les 
pressions  extérieures  nulles,  ainsi  que  la  valeur  de  x  correspondante 
à  l'extrémité  fixe,  et  les  déplacements  d'un  point  quelconque  de  l'axe, 
si  de  plus  on  nomme  a  la  longueur  de  cet  axe,  on  devra  intégrer  l'é- 
quation (98)  de  manière  à  vérifier  pour  ^  =  o  la  condition  (97),  et 
pour  X  =  ah  condition  (106).  Or  on  tirera  de  l'équation  (98)  réunie 
à  la  condition  (106) 


^^^^^  dx  ~  16  hH^\\    "   h 

et  de  l'équation  (107)  réunie  à  la  condition  (97) 

Il  suit  de  cette  dernière  formule  :  i**  que  l'inconnue  '\i,  ou  l'angle  de 
torsion  de  la  verge  rectangulaire,  mesuré  dans  un  plan  quelconque 
perpendiculaire  à  l'axe,  est  en  raison  directe,  non  seulement  de  la  dis- 
tance qui  sépare  ce  plan  de  l'extrémité  fixe,  mais  encore  du  moment 
de  la  force  appliquée  à  l'extrémité  libre;  2°  que,  si  la  section  transver- 
sale de  la  verge  varie  en  demeurant  semblable  à  elle-même,  l'angle  '\i 
variera  en  raison  inverse  du  carré  de  l'aire  de  cette  section,  ou,  ce  qui 

OEuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  IX.  II 


l 
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revient  au  même,  en  raison  inverse  de  la  quatrième  puissance  de  l'é- 
paisseur ih  ou  ii.  Ces  résultats,  semblables  à  ceux  que  M.  Poisson  a 
obtenus,  en  considérant  la  torsion  d'une  verge  cylindrique  à  base  cir- 
culaire, subsisteraient  pareillement  pour  une  verge  cylindrique  ou 
prismatique  à  base  quelconque.  Lorsque  les  épaisseurs  ih,  ii  de- 
viennent égales  entre  elles,  la  formule  (io8)  se  réduit  à 

Ajoutons  que,  si  l'épaisseur  ii  devient  très  petite  relativement  à  l'é- 
paisseur ih,  on  aura  sensiblement 

(  I  I O)      ■  (il  =r  —  —    — -  . 

Donc  alors  l'angle  de  torsion  sera  en  raison  inverse  de  la  plus  grande 
épaisseur  et  du  cube  de  la  plus  petite. 

Concevons  à  présent  qu'après  avoir  tordu  la  verge  élastique,  en  lais- 
sant à  sa  place  chaque  point  de  l'axe,  on  abandonne  cette  verge  à  elle- 
même  sans  lui  appliquer  aucune  force.  Les  variables  ^0,0»  y]o.o»  so,o 
conserveront  des  valeurs  nulles  pendant  toute  la  durée  du  mouvement, 
et  la  verge  exécutera  des  vibrations  tournantes  dont  les  lois  se  trouve- 
ront exprimées  par  l'intégrale  de  l'équation  (85).  De  plus,  les  vitesses 
initiales  des  différents  points  de  la  verge  étant  supposées  nulles,  les 

valeurs  de  -^  et  de  ^,  tirées  des  formules  (10)  et  (38),  savoir 

dt    ~      '    ôt'         '    ât    ^^dt' 

devront  s'évanouir  à  l'origine  du  mouvement,  quels  que  soient  r  et  /'. 

Par  conséquent,  la  valeur  initiale  de  jj  devra  se  réduire  à  zéro.  Soit 

d'ailleurs  ((x)  la  valeur  initiale  de  l'angle  '|.  Si  les  deux  extrémités  de 
la  verge  élastique  restent  libres,  l'équation  (85),  intégrée  de  manière 
que  la  condition  (98)  soit  remplie  pour  a;  =  o  et  pour  x  =  a,  donnera 
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[tmr,  dans  le  IIP  Volume,  la  formule  (ii8)  de  la  page  268]  (*) 

("•)  ^=âS'^'~^'^'~^i     cos-^f(,.).//., 

le  signe  §  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  positives,  nulles  ou 
négatives  de  n.  Si,  au  contraire,  les  deux  extrémités  de  la  verge  de- 
viennent fixes,  il  faudra  substituer  la  condition  (97)  à  la  condition  (qS), 
et,  par  suite,  la  valeur  générale  de  j'  sera  semblable  à  la  valeur  de  ^„ 
fournie  par  l'équation  (ii4)  ^^  la  page  268  du  IIP  Volume  (^),  on 
sorte  qu'on  aura 

,        ,  .      ,         in         nT.Q.t    .     nr.x   f"   .     nr.u. 

(112)  ^=.-J^cos-^-sin-^j^    sin-^f(^)./^. 

Il  est  facile  d'assigner  la  nature  de  la  fonction  f(^)  qui  réduit  la 
valeur  de  J;  fournie  par  l'équation  (i  1 1)  à  un  seul  terme  de  la  forme 

(113)  (Lzz:  —  CCS  COS  , 

^        a  a  a 

n  désignant  une  valeur  particulière  de  n,  et  a  une  quantité  constante. 
En  effet,  pour  y  parvenir,  il  suffit  de  poser  /  =  o  dans  l'équation  (i  i3), 
qui  donne  alors 

(l  l4)  f(-^)  =  —  COS 


a  a 


et  l'on  peut  d'ailleurs  s'assurer  «  po^/enon  que,  si  l'on  substitue  dans 
l'équation  (i  1 1)  la  valeur  de  f(ti.)  tirée  de  la  formule  (ii4)'  savoir 

G         lira 
—  COS— ^  > 
a  a 

on  retrouvera  précisément  l'équation  (ii3).  Ajoutons  que  l'équa- 
tion (ii3)  exprime  un  mouvement  régulier  de  la  verge  élastique,  dans 
lequel  les  mêmes  vibrations  tournantes  se  reproduisent  périodique- 

(«)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VIII,  p.  3i;'). 
(î)  Ibid.,  p.  3i/,. 
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ment,  la  durée  d'une  vibration  étant  la  valeur  de  t  donnée  par  la  for- 
mule 

(Il5)  n:  27r. 

a 

Le  son  correspondant  à  un  mouvement  de  cette  espèce  a  pour  mesure 
le  nombre  x  des  vibrations  exécutées  pendant  l'unité  de  temps,  ou,  ce 

qui  revient  au  même,  la  valeur  de  -  déduite  de  la  formule  (i  i5).  Or 

on  tirera  de  cette  formule,  en  écrivant  n  au  lieu  de  u, 

(ii6)  DL=^  -  = 

Si  l'on  veut  maintenant  déterminer  les  nombres  de  vibrations  tour- 
nantes correspondants  aux  sons  les  plus  graves  que  la  verge  élastique 
puisse  rendre,  il  suffira  de  prendre  successivement  n=^\,  n^i, 
/?  =  3,  . . .  ;  et  Ton  trouvera  en  conséquence 

(117)  ^  =  — ,  5t,=r-,  Db=— , 

la  a  ia 

On  arriverait  encore  aux  mômes  résultats  en  partant  de  l'équation  (112), 
c'est-à-dire  en  considérant  les  vibrations  tournantes  d'une  verge  dont 
les  deux  extrémités  seraient  fixes. 

Si,  dans  la  première  des  formules  (117)»  on  substitue  la  valeur  de 
Î2  tirée  de  réquationj^84),  on  trouvera,  pour  le  nombre  des  vibrations 
tournantes  qui  correspondent  au  son  le  plus  grave. 


(118)  -^^^^o 


\  2 


I 


Donc  le  son  dont  il  s'agit  est  réciproquement  proportionnel  à  la  lon- 
gueur de  la  verge  élastique,  et  il  ne  change  pas,  lorsque  les  épaisseurs 
iH,  ii  croissent  ou  diminuent  dans  le  même  rapport,  c'est-à-dire 
lorsque  la  section  transversale  de  la  verge  varie  en  demeurant  sem- 
blable à  elle-même.  Ces  conclusions  se  trouvent  confirmées  par  des 
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expériences  de  M.  Savart.  Lorsque  les  épaisseurs  -ih,  -li  deviennent 
égales  entre  elles,  la  formule  (118)  se  réduit  à 

D'autre  part,  si  l'on  suppose  la  verge  extraite  d'un  corps  solide  dont 
l'élasticité  soit  la  même  en  tous  sens,  on  aura 

h  =  i  —  e  =  f  ; 

et  par  conséquent  les  formules  (118),  (119)  donneront  respective- 
ment 

^  /2f\2  hi 

(120)  JQ)  = 


3p/    a{li^-\-i^) 

D'ailleurs,  si,  dans  la  même  hypothèse,  on  fait  vibrer  la  verge  élastique 
longitudinalement,  et  de  manière  que  le  son  produit  soit  le  plus  grave 
possible,  le  nombre  N  des  vibrations  longitudinales  sera  déterminé 
par  la  formule  (78)  de  la  page  52  et  la  formule  (17)  de  la  page  89, 
c'est-à-dire  que  l'on  aura 

5f\^   I 


('22) 

\2pJ    2a 
Donc,  par  suite,  on  trouvera,  en  prenant  h  =  i, 

(i23)  ^  =  i/r5=:  1,9364 

Enfin,  si  l'épaisseur  2?  devient  très  petite  relativement  à  l'épaisseur  2  A, 
l'équation  (118)  donnera  sensiblement 

1 

et  l'on  en  conclura,  en  supposant  que  l'élasticité  du  corps  reste  la 


86  SUR  LA  TOHSION  ET  LES   VIBRATIONS  ETC. 

même  en  tous  sens, 

A. 
2f 


\ipj    ah 

Donc  le  son  le  plus  grave  produit  par  les  vibrations  tournantes  d'une 
verge  plate  et  rectangulaire,  ou,  en  d'autres  termes,  d'une  plaque  dont 
la  largeur  est  peu  considérable,  varie  en  raison  directe  de  l'épaisseur 
de  cette  plaque,  et  en  raison  inverse  du  produit  de  deux  autres  dimen- 
sions, ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  raison  inverse  de  la  superficie 
de  la  plaque.  La  loi  que  nous  venons  d'énoncer  est  précisément  celle 
que  M.  Savart  a  découverte,  et  à  laquelle  il  a  été  conduit  par  l'expé- 
rience, ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  le  tome  XXV  des  Annales  de  Phy- 
sique et  de  Chimie. 


SUR  LA 


RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES 


ET    SUR    LA 


THÉORIE  DE  L'ÉLIMINATION. 


CONSIDÉRÂTIO?JS  GÉNÉRALES. 

On  a  beaucoup  écrit  sur  la  résolution  des  équations  numériques  et 
sur  l'élimination.  On  sait  en  particulier  que  la  première  de  ces  deux 
questions  est  l'objet  spécial  d'un  Ouvrage  de  Lagrange,  dans  lequel 
cet  illustre  géomètre  a  présenté,  pour  la  détermination  des  racines 
réelles  d'une  équation  de  degré  quelconque,  une  méthode  fondée  sur 
la  considération  d'une  équation  auxiliaire,  dont  le  degré  est  générale- 
ment plus  élevé,  et  dont  l'inconnue  a  pour  valeurs  les  carrés  des  diffé- 
rences entre  les  diverses  racines  de  la  proposée.  On  se  sert  de  cette 
équation  auxiliaire  pour  calculer  une  limite  inférieure  à  la  plus  petite 
différence  entre  deux  racines  réelles.  J'ai  fait  voir  dans  VAnalvse 
algébrique  [Note  III  (')]  qu'on  pouvait  arriver  au  même  but,  en  consi- 
dérant seulement  le  produit  de  toutes  les  différences  des  racines.  Mais, 
pour  tirer  un  parti  avantageux  de  cette  remarque,  il  restait  à  indiquer 
un  moyen  facile  de  former  le  même  produit.  Au  reste,  dès  que  Ton 
connaît  une  limite  inférieure  à  la  plus  petite  différence  entre  deux 
racines  réelles,  on  parvient  sans  peine,  non  seulement  à  calculer  le 
nombre  de  ces  racines,  mais  encore  à  en  obtenir  des  valeurs  de  plus  en 
plus  approchées. 

(>)  Œuvres  de  tauc/ij,  S.  II,  T.  III. 
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Une  autre  méthode,  également  applicable  à  l'évaluation  des  racines 
réelles  et  des  racines  imaginaires,  a  été  donnée  par  M.  Legendre,  dans 
la  seconde  édition  de  la  Théorie  des  nombres.  En  suivant  cette  dernière 
méthode,  on  réduit  la  recherche  de  l'une  des  racines  de  l'équation  pro- 
posée à  la  résolution  d'une  équation  binôme,  résolution  que  l'on  opère 
à  l'aide  des  propriétés  bien  connues  des  fonctions  trigonométriques. 
D'ailleurs,  en  s'appuyantsurla  même  méthode,  on  prouve  directement 
que  l'on  peut  satisfaire  à  une  équation  de  degré  quelconque  par  une 
valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable.  A  la  vérité,  la  démonstration 
que  M.  Legendre  a  donnée  de  cette  proposition,  et  qu'il  considère 
comme  s'étendant  à  toutes  sortes  d'équations  algébriques  ou  transcen- 
dantes, paraît  sujette  à  quelques  difficultés;  mais  on  peut  les  surmon- 
ter, lorsque  l'équation  est  algébrique,  dans  tous  les  cas  possibles,  et, 
lorsqu'elle  devient  transcendante,  en  apportant  quelques  restrictions 
à  la  proposition  dont  il  s'agit,  comme  je  l'ai  fait  voir  dans  les  Leçons 
sur  le  Calcul  différentiel  (  *  ). 

On  pourrait  citer  encore  diverses  méthodes  relatives  à  la  résolution 
des  équations  numériques  et  développées  ou  seulement  indiquées  dans 
les  Ouvrages  de  Newton,  de  Halle,  d'Euler,  deLagrange,  de  M.  Budan, 
de  M.  Legendre,  de  M.  Fourier,  etc.  Mais  ces  méthodes,  dont  quelques- 
unes  supposent  déjà  connue  la  valeur  approchée  d'une  racine  de  l'é- 
quation que  l'on  veut  résoudre,  ou  sont  appuyées  sur  des  théories 
étrangères  aux  éléments  d'iVlgèbre,  par  exemple,  sur  la  considération 
des  séries  récurrentes,  n'off'rent  pas  de  règles  certaines  pour  la  déter- 
mination a  priori  du  nombre  des  racines  réelles.  On  doit  toutefois 
excepter  les  méthodes  qui  ont  été  annoncées  par  M.  Fourier,  dans  le 
Tome  MI  des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  et  que  le  nom  de 
l'auteur  recommande  à  l'attention  des  géomètres,  mais  dont  on  ne 
pourra  se  former  une  idée  précise  qu'au  moment  où  il  aura  publié  l'Ou- 
vrage qu'il  prépare  sur  cette  matière. 

Quoi  qu'il  en  soit,  j'ai  pensé  qu'il  serait  utile,  pour  ceux  qui  se  pro- 

(1)  OEuvres  de  Cauc/ij,  S.  II,  T.  IV.  * 
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posent  de  cultiver  les  sciences  mathématiques,  d'offrir  ici  des  méthodes 
simples  et  générales,  à  l'aide  desquelles  on  puisse  déterminer  le 
nombre  des  racines,  soit  réelles,  soit  imaginaires,  d'une  équation  de 
degré  quelconque,  et  les  calculer  approximativement,  sans  recourir  à 
l'équation  auxiliaire  dont  l'inconnue  a  pour  valeurs  les  carrés  des  diffé- 
rences entre  ces  racines,  et  sans  employer  des  notations  étrangères  à 
ceux  qui  ne  possèdent  que  les  premiers  principes  de  l'Algèbre.  Ces 
méthodes,  qui  seront  développées  dans  les  paragraphes  suivants,  four- 
niront en  même  temps  les  moyens  de  simplifier  la  théorie  de  l'élimi- 
nation, et  de  lever  les  difficultés  qu'elle  présente. 

j:;  L  —  Sur  la  résolution  des  équations  du  premier  et  du  second  degré 
à  coefficients  réels,  et  sur  les  expressions  imaginaires. 

Considérons  l'équation  du  premier  degré 

(i)  aç^.x  +  ai  —  o, 

dans  laquelle  «„,  «,  désignent  deux  constantes  réelles.  Si  l'on  fait,  pou  r 
abréger, 

l'équation  (^i),  divisée  par  «„,  deviendra 
(3)  ^  +  A=:o, 

el  l'on  en  tirera 

Considérons  maintenant  l'équation  du  second  degré 

(5)  a(,:r^+ a,.r -t- «,=r:  o, 

rt„,  a^,  a.,  désignant  trois  constantes  réelles.  Si  l'on  fait,  ponr  abréger, 

(6)  A=^,  R=Tr^, 

Oo  «0 

OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IX.  12 
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l'équation  (5),  divisée  par^o»  deviendra 

(7)  ^2+ Aa7  +  R  =0. 

Avant  de  résoudre  généralement  cette  dernière,  examinons  d'abord  le 
cas  particulier  où  Ton  aurait 

(8)  A  =  o. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (7),  ou  plutôt  l'équation  binôme 

(9)  a:--t-R  r=  O 
donnera 

(10)  jc'  —  —B, 

et  on  la  vérifiera,  si  B  est  négatif,  en  prenant 

(11)  a;  =  ±v/^=~R. 

Donc  alors  l'équation  (9)  admettra  deux  racines  réelles,  savoir 
(12)  ^  =  -v/:^, 

(i3)  x  =  \f^^i. 

Ainsi,  par  exemple,  l'équation  binôme 

(l4)  a:^--i=:0 

offrira  les  deux  racines  réelles 

(i5)  jo  =—  I, 

(16)  ^  ==  I. 

Mais,  si  B  devient  positif,  si  l'on  suppose,  par  exemple,  B  =  j  ,  l'équa- 
tion (9),  réduite  à 

(17)  ^•-+1  =  0, 

ne  sera  plus  vérifiée  par  aucune  valeur  réelle  de  jc*  puisqu'une  sem- 
blable valeur  rendra  toujours  la  somme  x-  -+-  1  égale  ou  supérieure  à 
l'unité,  et  par  conséquent  positive.  Dans  le  même  cas,  les  valeurs  de  a-, 
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données  par  les  formules  (12)  et  (r3),  savoir 

('9)  ,T  =  sJ^, 

ne  seront  plus  que  des  expressions  algébriques  qui  ne  signifieront  rien 
par  elles-mêmes,  et  qui,  pour  cette  raison,  sembleraient  devoir  être 
exclues  de  TAlgëbre.  Néanmoins,  il  peut  être  utile  de  les  conserver 
dans  le  calcul.  C'est  en  effet  ce  qui  résulte  des  observations  suivantes. 
En  Analyse,  on  appelle  expression  symbolique  ou  symbole  toute  com- 
binaison de  signes  algébriques  qui  ne  signifie  rien  par  elle-même,  ou 
à  laquelle  on  attribue  une  valeur  différente  de  celle  qu'elle  doit  natu- 
rellement avoir.  On  nomme  de  mèmi.^  équations  symboliques  toutes  celles 
(jui,  prises  à  la  lettre  et  interprétées  d'après  les  conventions  générale- 
ment établies,  sont  inexactes  ou  n'ont  pas  de  sens,  mais  desquelles  on 
peut  déduire  des  résultats  exacts  en  modifiant  et  altérant,  selon  des 
règles  fixes,  ou  ces  équations  elles-mêmes,  ou  les  symboles  qu'elles 
renferment.  L'emploi  de  ces  symboles  ou  de  ces  équations  est  souvent 
un  moyen  de  simplifier  les  calculs,  et  d'écrire  sous  forme  abrégée  des 
résultats  assez  compliqués  en  apparence.  Or,  parmi  les  expressions  ou 
équations  symboliques  dont  la  considération  est  de  quelque  impor- 
tance en  Analyse,  on  doit  surtout  distinguer  celles  que  l'on  a  nommées 
imaginaires.  Nous  allons  montrer  comment  l'on  peut  être  conduit  à  en 
faire  usage. 

Soient 

Cf.,     a',     a",      ...,     p,     (3',     [3",      ... 

plusieurs  quantités  réelles  positives  ou  négatives.  Si  l'on  multiplie  les 
unes  par  les  autres  les  expressions  symboliques 

(20)  a +  (3^/117,     a'+pV^»     a"-l-(3V^,     ..., 

en  opérant  d'après  les  règles  connues  de  la  multiplication  algébrique, 
comme  si  \/ —  i  était  une  quantité  réelle  dont  le  carré  fût  égal  à  —  r, 
le  produit  obtenu  se  composera  de  deux  parties,  l'une  toute  réelle, 
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l'autre  ayant  pour  coefficient  \/—  i,  et  restera  le  même,  quel  que  soif 
l'ordre  clans  lequel  on  aura  effectué  les  diverses  multiplications.  Or 
cette  simple  remarque  peut  être  employée  fort  utilement  dans  la 
recherche  des  propriétés  générales  des  nomhres  ou  des  quantités 
réelles,  et  fournit,  par  exemple,  le  moyen  d'établir  la  proposition  sui- 
vante : 

Thkorkme  I.  —  .SV  l'on  multiplie  l'un  par  l'autre  deux  nombres  entiers 
dont  chacun  soit  la  somme  de  deux  carrés,  le  produit  sera  encore  la  somme 
de  deux  carrés. 

Démonstration.  —   Soient 

(■21)  a2+[3%     y-+d-^ 

les  deux  nombres  entiers  dont  il  s'agit,  a-,  J^-,  y-,  0'-  désignant  des 
carrés  parfaits.  Ces  deux  nombres  pourront  être  considérés  comme 
résultants,  le  premier  de  la  multiplication  des  facteurs  symboliques 

(22)  a-h[3v^~,     a  — [3^/^, 

le  second  de  la  multiplication  des  facteurs  symboliques 

(23)  y  +  o\''^\,     y  —  o\l—i. 

Donc  le  produit 

(24)  (a^+^-^)(-/^-+-5-^) 

pourra  être  considéré  comme  résultant  de  la  multiplication  des  quatre 
facteurs  symboliques 

(25)  a  +  [3v/=7,     3f-;3v/^,     7  +  ôV^',     y-^\'~. 

D'ailleurs,  si  l'on  multiplie  :  i"  le  premier  facteur  par  le  troisième; 
2°  le  deuxième  par  le  quatrième,  les  produits  ainsi  formés  seront  res- 
pectivement 

(26)  ay  — (3ô  +  (aô  +  |3y)v/^,     ay  —  (30— (aô  +  (3y)  y— i; 


ET  SUU   LA  THÉORIE   DE  L'ÉLIMINATION.  93 

puis,  en  multipliant  l'une  par  l'autre  les  expressions  (2G),  on  (rou- 
vera  pour  résultat  définitif  la  quantité  positive 

On  aura  donc 

(27)  (ay-Po^r+(ao^  +  ^/r=(a^+;3^)(-/^+a^'). 

Or  cette  dernière  formule  comprend  évidemment  le  théorème  I. 

Corollaire  I.  —  Si,  dans  la  formule  (27),  on  échange  entre  elles  les 
lettres  0  et  y,  on  en  tirera 

(28)  (a-/  +  ^^of+{y.o  -  ^yy-=  (a^+  jS^)  (y^+  o'^)- 

II  V  a  donc  en  général  deux  manières  de  décomposer  en  deux  carrés  le 
produit  de  deux  nombres  entiers  dont  chacun  est  la  somme  de  deux 
carrés.  Ainsi,  par  exemple,  on  tire  des  équations  (27)  et  (28) 

(2^+  l)  (32+  9.2)=  42+  72=  (2+  8^ 

Corollaire  IL  —  Les  formules  (27),  (28)  subsistent  évidemment 
dans  le  cas  même  où  les  lettres  a,  p,  y,  0  cessent  de  représenter  des 
nombres  entiers,  et  désignent  des  quantités  réelles  quelconques,  posi- 
tives ou  négatives. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'il  peut  être  utile,  dans  la  recherche 
des  propriétés  générales  des  quantités  réelles,  de  considérer  des  ex- 
pressions symboliques  de  la  forme 

(29)  a-i-;3v^-i. 

Une  semblable  expression,  dans  laquelle  a,  p  désignent  deux  quantités 
réelles,  est  ce  qu'on  nomme  une  expression  imaginaire  ;  et  l'on  dit  (|iie 
deux  expressions  imaginaires 

sont  égales  entre  elles,  lorsqu'il  y  a  égalité  de  part  et  d'autre  :  i"  entre 
les  parties  réelles  a  et  y;  2"  entre  les  coefficients  de  y/—  i,  savoir  ^  et  0. 
L'égalité  de  deux  expressions  imaginaires  s'indique  comme  celle  de 
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deux  quantités  réelles  par  le  signe  =  ;  et  il  en  résulte  ce  qu'on  appelle 
une  équation  imaginaire.  Cela  posé,  toute  équation  imaginaire  n'esl 
que  la  représentation  symbolique  de  deux  équations  entre  quantités 
réelles.  Par  exemple,  l'équation  symbolique 

a  +  [3  \/—  I  ==:  y  +  ô  \l—  I 

équivaut  seule  aux  deux  équations  réelles 

a  =  y,  (3  z=  ô. 

l.orsque,  dans  l'expression  imaginaire 

a-+-(3v'— I, 

le  coefficient  ^  de  \l—i  s'évanouit,  le  terme  ^  V"^  ^st  censé  réduit  à 
zéro,  et  l'expression  elle-même  à  la  quantité  réelle  a.  En  vertu  de  cette 
convention,  les  expressions  imaginaires  comprennent  comme  cas  par- 
ticuliers les  quantités  réelles. 

Les  expressions  imaginaires  peuvent  être  soumises,  aussi  bien  que 
les  quantités  réelles,  aux  diverses  opérations  de  l'Algèbre.  Si  l'on 
effectue,  en  particulier,  l'addition,  la  soustraction  ou  la  multiplication 
de  deux  ou  de  plusieurs  expressions  imaginaires,  on  obtiendra  pour 
résultat  une  nouvelle  expression  imaginaire  qui  sera  ce  qu'on  appelle 
la  somme,  la  différence,  ou  le  produit  des  expressions  données;  et  l'on 
se  servira  des  notations  ordinaires  pour  indiquer  cette  somme,  cette 
différence  ou  ce  produit.  Par  exemple,  si  l'on  donne  seulement  deux 
expressions  imaginaires 

a-h{3v/^^,     y  +  oV^, 
on  trouvera 

(3o)  (a-+-(3v'^)  +  (y  +  ôv/^)=  a   +y  +({3   -h    (5)v/~, 

(3i)  (3(  +  {3v/-=^i)-(y  +  ôv/^)=  a  -  y  -h([3  -    <5)v^~, 

( 32 )  (a  4-  (3  v^^)  X  (y  +  à  y/'^)  =  ay  —  [3Ô  +  (aô  +  ^y)  \'^ . 

Diviser  une  première  expression  imaginaire  par  une  deuxième,  c'est 
trouver  une  troisième  expression  imaginaire  qui,  multipliée  par  la 
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deuxième,  reproduise  la  première.  Le  résultat  de  cette  opération  est  le 
quotient  des  deux  expressions  données.  On  se  sert,  pour  l'indiquer,  du 


signe  ordinaire  do  la  division.  Ainsi 


^v^- 


7  +  oy/— • 
représente  le  quotient  des  deux  expressions  imaginaires 

a  -+-  ;3  v^^— I,     7  +  0  v^—  i . 

Elever  une  expression  imaginaire  à  la  puissance  du  degré  m  (m  dé- 
signant un  nombre  entier),  c'est  former  le  produit  de  m  facteurs  égaux 
à  cette  expression.  On  indique  h  puissance  m'*"'"^  de  a-hjî»  y—  i  par  la 
notation 

Ainsi,  on  particulier,  la  notation 

(a-M3v/-.y 

représente  le  produit  de  l'expression  a  +  Ji  V~  i  P''^''  elle-même. 

On  dit  que  deux  expressions  imaginaires  sont  conjuguées  l'une 
à  l'autre,  lorsque  ces  deux  expressions  ne  diffèrent  entre  elles  que  par 
le  signe  du  coefficient  de  \/—  i.  La  somme  de  deux  semblables  expres- 
sions est  toujours  réelle,  ainsi  que  leur  produit.  Kn  effet,  les  deux  ex- 
pressions imaginaires  conjuguées 

(22)  a  +  i3v/— i,     y.  —  ^\/'—\ 

donnent  pour  somme  2a,  et  pour  produit  a^+  fJ-.  La  racine  carrée  de 
ce  produit,  ou 

(33)  \/^^^~^f\ 

est  ce  qu'on  nomme  le  module  de  chacune  des  expressions  (■2'2).  Pour 
que  le  module  (33)  s'évanouisse,  il  est  nécessaire  et  il  suffît  que  l'on 
ait  en  même  temps  a  =  o,  ^  =  o,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  (jue 
les  expressions  (22)  se  réduisent  l'une  et  l'autre  ii  zéro. 
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Remarquons  encore  que,  en  vertu  des  principes  ci-dessus  établis, 
règalilé  de  deux  expressions  imaginaires  entraîne  toujours  l'égalité  de 
leurs  modules. 

Quelquefois  on  représente  une  expression  imaginaire  par  une  seule 
lettre.  Cela  posé,  soit 

(34)  x—p  +  q\l—i 

une  semblable  expression,  p  et  q  étant  deux  quantités  réelles  quel- 
conques. On  pourra  se  proposer  d'assigner  à  ces  deux  quantités  des 
valeurs  telles  que  la  valeur  correspondante  de  x  vérifie  une  équation 
donnée  du  second  degré,  par  exemple,  l'équation  (7)  ou  (9).  Alors 
la  valeur  de  x  deviendra  ce  qu'on  nomme  une  racine  imaginaire  de  l'é- 
quation (7)  ou  (9).  Ajoutons  que  cette  racine  imaginaire  se  transfor- 
mei-a  en  une  racine  réelle,  dans  les  cas  où  la  valeur  de  q  sera  nulle.  Si 
l'on  suppose  en  particulier  l'équation  (9)  réduite  à  l'équation  (i4) 
ou  (17),  on  la  vérifiera  évidemment  en  attribuant  à  x  l'une  des  va- 
leurs réelles  (i5),  (iG),  ou  l'une  des  valeurs  imaginaires  (18),  (19). 
Donc  ces  valeurs  représentent  des  racines  réelles  de  l'équation  (i4)  et 
des  racines  imaginaires  de  l'équation  (17). 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (9)  ou  (10).  Pour  la  résoudre  gé- 
néralement, c'est-à-dire,  pour  trouver  toutes  les  valeurs  réelles  ou 
imaginaires  de  x  qui  peuvent  la  vérifier,  posons  comme  ci-dessus 
X  =p  -h  q  \  —  I.  Elle  donnera 

(  35  )  .  //-  —  f-  +  iprj  y/—  I  =  —  R, 

et  se  partagera  on  deux  équations  réelles,  savoir 

(36)  p2  — 7--  =  — R,         9.pq-o. 

Or  on  ne  peut  satisfaire  aux  équations  (3G),  par  des  valeurs  réelles  de 
f)  et  de  </,  qu'en  supposant 

(37)  q=0,  />^=:-R   . 

ou 

(38)  p  =  o,        7-=R. 
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La  première  supposition  n'est  admissible  que  dans  le  cas  où  l'on  a 
(39)  H<o, 

et  l'on  tire  alors  des  formules  (37) 


7  =  0,       p  =  ±\/—n, 

x\u  contraire,  la  seconde  supposition  n'est  admissible  que  dans  le  cas 
on  l'on  a 

(40  B>o, 

(>t  l'on  tire  alors  des  formules  (38) 

p  —  o,        V  —  ±  B^ 

Donc,  dans  tous  les  cas  possibles,  l'équation  (10)  admettra  seulement 
deux  racines,  savoir,  deux  racines  réelles  fournies  par  les  formules  (12) 
et  (i3),  si  B  est  négatif,  et  deux  racines  imaginaires,  mais  conjuguées, 
fournies  par  les  formules 


(43)  ^  =  -6%/ 


V-'' 


(44)  ^  =  BV-i, 

si  B  devient  positif.  Si  la  quantité  B  s'évanouissait,  les  deux  racines  de 
l'équation  (10)  seraient  égales  entre  elles,  et  chacune  des  formules  (i  2), 

(i3),  (43),  (44)  donnerait 

(45)  :r  =z  o. 

Passons  maintenant  à  l'équation  (7).  (]ette  équation  pouvant  s'é- 
crire comme  il  suit 

(46)  (^+^y+B-^==o, 

on  en  tirera 

(47)  (.^^y=|_B. 

OF.uvres  de  C.  —  S.  II,  t.  IX.  l3 
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Cette  dernière,  étant  semblable  à  l'équation  (lo),  se  résoudra  de  la 
même  manière;  et  d'abord,  si  l'on  suppose 

(48)  4^r=  ou   >R, 


4 


elle  donnera 


49)  x+^=±y/|-n, 

et  par  conséquent 

(5o) 


Donc  alors  l'équation  (7)  admettra  deux  racines  réelles,  savoir 
(3.)  ..=_^_^'^_,, 

(5.)  ,=_^^.^çr7i. 

Si  l'on  suppose,  au  contraire, 

(53)  '  ^'<B, 

4 

la  formule  (47)  donnera 

1 

(54)  ...+  ^=±(B-f)\'-, 

et  par  conséquent 

{00)  x= ±  (B -\   \'—ï. 

Donc  alors  l'équation  (7)  admettra  deux  racines  imas^inaires,  mai: 
conjuguées  l'une  à  l'autre,  savoir 

(56)  .rzzr-i^-j'B-^yv/^T, 

1 

(57)  a:=-^  +  (^-^ 
Nous  terminerons  ce  paragraphe  en  indiquant  quelques  propriétés 
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des  expressions  imaginaires.  Ces  propriétés  sont  comprises  dans  les 
théorèmes  que  nous  allonsénoncer. 

Théorème  II.  —  La  somme  de  deux  expressions  imaginaires  offre, 
ainsi  que  leur  différence,  un  module  compris  entre  la  somme  et  la  diffé- 
rence de  leurs  modules. 

Démonstration.  —   En  efï'et,  soient 

(58)  a-i-j3v/^,     y  +  ôv/^ 

les  expressions  imaginaires  proposées.  Leur  somme  et  leur  différence 

(59)  «  +  y_H(^  +  a)^_r;,    ^_.^  +  (/3_o^)v/~. 

offriront  pour  modules  les  deux  quantités 

(60)  [a'-+;32+2(ayH-[3ô)-+-y-+ô2-|î^      [5,2.^  |32_  ^^-^-^  _^ /35)  ^  .^«^  ^îjï^ 

Comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (28), 

(61)  (ay  +  [3a)2=  OU  <(a''+;3-^)(/-+o-), 

il  est  clair  que  la  valeur  numérique  de  la  somme 

(62)  ay  +  ;3â       • 
sera  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  au  produit 

Donc  cette  somme  sera  renfermée  entre  les  deux  limites 


(63) 


(^2+ 132)2  (y2^_o-)i,     +(a^+(32)M?'+'5-)^ 


Donc,  par  suite,  chacune  des  quantités  (Go)  sera  comprise  entre  les 
deux  limites 


(64) 


(,a-+  [32-  2  v/a^'^  (3Vy»+  0^4-  y^+  ôO'  =  ±  (v^a*+  (3^  -  V/y*  +  ô^, 


(a2+(32  4-2v/a-+[3Vy^-+-ô^4-y^-hoO'  =  V'a*4-(S'-»-v/y*-^^*» 
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c'est-à-dire  entre  la  somrrie  et  la  différence  des  modules  des  expres- 
sions (58). 

Corollaire.  —  La  somme  de  plusieurs  expressions  imaginaires  offre 
un  module  inférieur  à  la  somme  de  leurs  modules. 

Théorème  III.  —  Le  produit  de  deux  expressions  imaginaires  a  pour 
module  le  produit  de  leurs  modules. 

Démonstration.  —  En  effet,  le  produit  des  expressions  imaginaires 

( 58  )  a  4-  p  v/—  '  »     V  +  5  V''--^ 

étant  lui-même  une  expression  imaginaire  conjuguée  à  celle  qui  repré- 
sente  le  produit  des  deux  suivantes 

(65  )  a  —  ;3  \i-~  I ,     y  ~  0  \J—  I , 

chacun  des  produits  en  question  aura  pour  module  la  racine  carrée  de 
la  quantité 

qui  résulte  de  la  multiplication  des  quatre  facteurs  (58)  et  {^^)'  Donc 
ce  module  sera  équivalent  à 

(66)  (a2+;3-^)^(y2-HÔ^)S 

c'est-à-dire  au  produit  des  modules  des  expressions  (58). 
Corollaire  I.  —  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  imaginaires 

a  pour  module  le  produit  de  leurs  modules. 

Corollaire  II.  —  Si,  dans  le  corollaire  qui  précède,  on  suppose  les 
divers  facteurs  imaginaires  égaux  entre  eux,  et  leur  nombre  égal  à  m, 
on  reconnaîtra  que  la  m''"'"^  puissance  d'une  expression  imaginaire  a 
pour  module  la  m'^^^  puissance  de  son  module. 

Corollaire  III.  —  Comme  le  produit  de  plusieurs  modules  ne  peut 
devenir  nul,  sans  que  l'un  de  ces  modules  s'évanouisse,  et  qu'une  ex- 
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pression  imaginaire  dont  le  module  s'évanouit  se  réduit  nécessaire- 
ment il  zéro,  il  est  clair  que  le  corollaire  I  entraînera  encore  la  propo- 
sition suivante  : 

Théorème  IV.  —  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  imaginaires  ne  peut 
s'évanouir  avec  son  module  qu'autant  que  l'un  des  facteurs  se  réduit  à 
zéro. 

On  établit  encore  sans  difficulté  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  V,  —  Pour  diviser  une  expression  imaginaire  par  une  quan- 
tité réelle,  il  suffit  de  diviser  par  cette  quantité,  dans  l' expression  dont  il 
s'agit,  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  \]  —  i  . 

Démonstration.  —  En  effet,  diviser  l'expression  imaginaire 

a  +  [3  \J—  I 

par  une  quantité  réelle  y,  c'est  chercher  une  seconde  expression  ima- 
ginaire 

qui,  étant  multipliée  par  y,  reproduise  la  première,  en  sorte  que  Ton 
ait 

(67)  y(/^4-r/v/^)  =  a-h.3s/^. 

Or  l'équation  symbolique  (G;)  équivaut  aux  deux  équations  réelles 


desquelles  on  tire 

et,  par  suite, 

(68) 


-f 


7        7 


Donc,  pour  obtenir  le  quotient  de  l'expression  imaginaire  a  h-  !5i  y  —  ' 
par  la  quantité  réelle  7,  il  suffit,  dans  cette  expression,  de  diviser  [)ar 
Y  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  y/—  i . 
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Théorème  VI.  —  Pour  diviser  une  expression  imaginaire  a  4-  [3  y/—  i 
par  une  expression  semblable  y  -+-  §  y/ —  i,  il  suffit  de  multiplier  la  pre- 
mière par  une  troisième  expression  imaginaire  y  —  §  ^ —  i  qui  soit  conju- 
guée à  la  seconde,  et  de  diviser  le  produit  obtenu  par  le  carré  du  module 

de  Y  4-  0  y  —  I . 

Démonstration.  —  En  effet,  diviser  a  -f-  ^  \J—  i  par  y  +  ^V  — i» 
c'est  chercher  une  expression  imaginaire 

qui  soit  propre  à  vérifier  la  formule 

(69)  (■/  +  ôv''—  i)^  — a-H  [3  y/—  1 . 


D'ailleurs,  si  l'on  multiplie  par  y  — o\/— i  les  deux  memhres  de 
l'équation  (69),  elle  deviendra 

(70)  (f  -h  d'-)a:  =  (a  -^  ^  ^—  i)  (y  —  ô  s,f^), 

et  l'on  en  tirera 

/^n  (g  +  ^  v/:=T)  (y  -  a y/ITf) 

Or  cette  dernière  formule  comprend  évidemment  le  théorème  YI. 

Scolie.  —  Si  l'on  développe  le  second  membre  de  la  formule  (71), 
en  ayant  égard  au  théorème  V,  on  trouvera 

/    X  «y  +  P^     Py  —  ao  / — 

^    '  y- -h  0^  y--t-  0^ 

ThéorÈxME  YII.  —  Les  deux  polynômes 

(  aoX"-h  aïO^'^-'^-i- . .  .-\-  a^-iJ^  -h  a,i, 
(73) 

(    Co  ce"  +  Cl  .^^«-^  H-  .  .  .  +  C„_i  J?  H-  C„, 

6/«7i5  lesquels  a^,  «, ,  .  • . ,  «„_, ,  «„;  c^,  c, ,  . .. ,  c„_, ,  c,^  désignent  des  coeffi- 
cients réels  ou  imaginaires,  ne  peuvent  rester  égaux  entre  eux,  quelle  que 
soit  la  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  x,  à  moins  que  l'on  n'ait 


(7/4)  «o=Co,  «i=C,,  ...,  an-x  —  Cn 


v,l  l,;,. 
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Démonstration,  —  En  effet,  si  deux  polynômes  (73)  restent  égaux, 
quel  que  soit  n,  leur  différence  sera  toujours  nulle,  et  l'on  aura  con- 
stamment 

Or  on  tirera  de  l'équation  (73)  ;  i''  en  posante?  =  o, 

Cl  ri        Cfi  i:^  O,  Clfi  'i^z  C„  ; 

2''  en  divisant  le  premier  membre  par  x,  et  posant  de  nouveau  00  =  o, 

et  ainsi  de  suite. 

Nous  remarquerons  encore  que,  étant  donnée  l'équation  algébrique 

(7É))  ^0^"+  aiic«-'-f-  a,_x"'---^.  .  .+  a^-iX  -h  a„=o, 

dans  laquelle  n  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  et  «0,  «,,  .  .  ., 
«„_,,  «rt  des  coefficients  constants  réels  ou  imaginaires,  on  peut  tou- 
jours réduire  à  l'unité  le  coefficient  du  premier  terme.  En  effet,  si  l'on 
pose 

(77)  ?=A,  ^  =  B,  ...,  ^^=1,  ^=K 


a, 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(78)  a,nraoA,         «2=aoB,  ...,         rt„_,  =  aoI,         a^^a^K, 

l'équation  (76)  pourra  s'écrire  ainsi  qu'il  suit 

(79)  a^ix"- -^  Xx"-^  +  lix"-'^  -\-  . .  .+  Ia:  +  K)  =0; 

et,  comme  «0  diffère  nécessairement  de  zéro,  lorsque  a^x"  est  le  pre- 
mier terme  de  l'équation  (70),  on  tirera  de  la  formule  (79),  réunie 
au  théorème  IV, 

(80)  j;"+ A^'»-»-f  B^«---f-..  .+  Ia7  +  K  =  o. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'équation  (76)  est  binôme  ou  du  second 
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desré,  c'est-à-dire  de  l'une  des  formes 

(81)  GqX"-^  a„—o, 

(8^)  «0^^+ <^i'^  +  «^2=  o» 

alors,  après  la  réduction  du  coefficient  de  son  premier  terme  à  l'unité, 
elle  devient 

(83)  :c"-t-K  =  o 
ou 

(84)  ,       a7-  +  A^4-B=o. 

§  II.  —  Sur  la  résolution  des  équations  du  premier  et  du  second  degré 
à  coefficients  quelconques,  réels  ou  imaginaires. 

Considérons  d'abord  une  équation  du  premier  degré  à  coefficients 
réels  ou  imaginaires.  Si  l'on  réduit  à  l'unité  le  coefficient  du  premier 
terme,  cette  équation  se  présentera  sous  la  forme 

(i)  .r  +  A  =  o, 

A  désignant  une  constante  réelle  ou  imaginaire,  et  l'on  en  tirera 

(2)  j?  =  — A. 

Considérons  maintenant  une  équation  quelconque  du  second  degré. 
Si  l'on  réduit  à  l'unité  le  coefficient  du  premier  terme,  cette  équation 
se  présentera  sous  la  forme 

(3)  ^2^Aa:  +  B  =  o, 

A,  B  désignant  deux  constantes  réelles  ou  imaginaires.  Si,  de  plus,  la 
constante  A  s'évanouit,  l'équation  (3)  deviendra 

(4)  ^^+B  =  o 
OU 

(5)  ^-2  — —  B. 

Donc  alors,  en  écrivant,  au  lieu  de  —  B,  a  +  f»  v  —  i»  ^t  attribuant  aux 
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lettres  a,  [3  des  valeurs  réelles,  on  aura  simplement  à  résoudre  l'équa- 
tion binôme 


(6) 


'=a4-;3\/— I 


Or,  on  y  parviendra  sans  peine,  en  opérant  comme  il  suit. 

Désignons  par/?,  q  deux  quantités  réelles  tellement  choisies  que 


(7) 


00^=1  p  -h  <7  y—  I 


soit  une  valeur  de  x  propre  à  vérifier  l'équation  (6).  Cette  équation 
donnera 

(  8  )  ]f-  —  (y-  -t-  ipq  y  —  I  =:  a  4-  P  \/ —  i 

et,  par  conséquent, 

(9)  p^-q'-=<x, 

(10)  2/^7  =  (3; 

puis  on  tirera  des  formules  (7)  et  (10) 


(n) 


œ  —  p  -^  —  J—  I 

2/> 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(12) 


D'ailleurs  les  formules  (9)  et  (10)  entraîneront  la  suivante 


(i3) 


/>î+72=(a2+i3^)S 


que  l'on  peut  aussi  déduire  immédiatement  de  l'équation  (G)  jointe 
au  corollaire  II  du  théorème  III.  Enfin  l'on  conclura  des  formules  (9) 

et(i3) 


(i4) 
(i5) 


q-  = 


(a*+(3î)'— a 


OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  IX. 
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et,  par  suito, 

__^  (  \/ g} -\- <^^ -^  y.Y 


(,6) 
(17) 


P 


^^^(^M^È"~A  . 


puis,  en  substituant  la  valeur  de/?  dans  la  formule  (11),  ou  la  valeur 
de  q  dans  la  formul(5  (12),  on  trouvera 


(18)  œ  =  ±. 


[ 


(v/a^-i-^--+-a)' 


22(v/a2+[32  4-a)- 


tV/- 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 


(19)  ^ 


h 


{>J^FTf'-a)' 


.^^v^î^M'^- 


1 
] 


Donc  l'équation  (6)  admettra  deux  racines  dont  les  valeurs  seront  res- 
pectivement 


(20) 


(21) 


2'  a^v/ÔM^+a) 


v/^, 


rvZ-i. 


22(v/a2^  j32^-a)' 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 


(22 


(23) 


(v/a^+i32— a)' 


22(v/a'4-f32— «y 


V-»: 


^^^^^ 4 v^  —  I . 


Dans  le  cas  où  [^  s'évanouit,  l'équation  (6)  se  réduit  à 

(24) 


^"^  a. 
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Dans  le  mémo  cas,  on  tire  de  la  formule  (i8),  en  supposant  a  positif, 

(25)  œzzzzhy."^, 

et  de  la  formule  (19),  en  supposant  a  négatif, 

(26)  x—±{—o!.y-\/'-^i. 

Ces  dernières  s'accordent,  comme  on  devait  s'y  attendre,  avec  les  for- 
mulés (40)  et  (42)  du  §  I. 

Dans  le  cas  où  a  s'évanouit,  l'équation  (6)  se  réduit  k 

(27)     •  x^-^^sj'^i, 

et  l'on  tire  de  la  formule  (18)  ou  (19)  :  i"  en  supposant  ^  positif, 


V— ' 


(28)  "^""-L 

2"  en  supposant  p  négatif, 

^■=4(-!r-(-!)\H. 

Ainsi,  en  particulier,  les  deux  racines  de  l'équation 
(3o)  ^2=v/^^ 

seront  données  par  la  formule 

(3i)  x  =  :i 

et  celles  de  l'équation 

(32) 

par  la  formule 

(33)  ,=±L^^=±(J._J=^/31 


I  +  \J—  I 


v/^ 


v/2       y/2 


Revenons  maintenant  à  l'équation  (3),  et  supposons  que  le  coeffi- 
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ciont  A  cesse  de  s'évanouir.  Cette  équation  pouvant  s'écrire  comme  il 
suit 

(34)  '        (^a:+Ay_^B-A!^o, 
on  en  tirera 

(35)  (.^A)*=^_B. 

Or  l'équation  (35),  étant  de  la  même  forme  que  l'équation  (6),  se 
résoudra  de  la  même  manière,  et  fournira  pour  a?  4-  -  des  valeurs 

^  2 

semblables  aux  valeurs  de  x  déterminées  par  la  formule  (i8)  ou  (19). 
Exemple.  —  Soit  donnée  l'équation  du  second  degré 

(36)  ^2-(5+4v/=^)x-+-6  4-8v/^  =  o. 
On  en  tirera 


D'ailleurs,  si  l'on  remplace  x  par  x  —  (-  -^  1  y^  i  j  dans  le  premier 

membre  de  la  formule  (18),  et  si  l'on  pose  en  outre  a  =  —  — ,  [3  =  2, 
on  tirera  de  cette  formule 

(38)  ^_  (5 +  2v/^=±:  ("-  +  2^/1^7 


et,  par  suite, 

(39)  ^  m  -  -t-  2  ^f—  1  ±  (  -  -r  2  V 


I 
2  " 


Donc,  les  deux  racines  de  l'équation  (36)  seront  respectivement 

i    ^  =  -  +  2  V^—  I  —  (  -   -I-  2  v/—  J    )  =  2, 

(4o)  ^  ^^  J  _ 

(  -^  =  ^ -I- 2  v'^  H- f  j  +  2  v/- J  j  =  3  +  4  ;/- 1 . 
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S  III. 


Sur  la  résolution  des  équations  binâmes. 


Considérons  une  équation  binôme  du  degré  n,  la  lettre  n  désignant 
un  nombre  entier  quelconque.  Si  l'on  réduit  le  coefficient  du  premier 
terme  à  l'unité,  cette  équation  se  présentera  sous  la  forme 

(i)  a?'^+K  =  o, 

K  étant  une  constante  réelle  ou  imaginaire,  et  l'on  en  tirera 

(2)  07"  =  —  K. 

Donc,  en  écrivant,  au  lieu  de   —  K,  a  +  ^V— i,  et  attribuant  aux 
lettres  a,  ^  des  valeurs  réelles,  on  ramènera  l'équation  (i)  à  la  forme 


(3) 


a  4-  ;3  y/^  . 


Or  on  prouvera  facilement  que  cette  dernière  peut  toujours  être  résolue 
par  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x.  C'est,  en  effet, 
ce  qui  résulte  des  principes  que  nous  allons  établir. 

Supposons  d'abord  que  le  degré  n  se  réduise  à  une  puissance  de  2, 
c'est-à-dire  à  l'un  des  nombres  2,  4,  8,  iG,  ....  Alors  l'équation  (^3) 
se  trouvera  réduite  à  l'une  des  suivantes  : 


(4) 
(5) 
(6) 

(7) 


x'*  =  a  -h  |3  y/—  I , 
J78  =  a  -H  3  v^^^  , 
j;>6— -  3j  _i_  j3  y/—  I  , 


Or  l'équation  {\)  a  déjà  été  résolue  dans  le  paragraphe  précédent,  où 
l'on  a  fait  voir  qu'elle  admet  deux  racines  de  la  forme  p  ^  (f  \J  —  ^  -  R<' 
plus,  il  suffira  de  poser 


-^^—y^ 


r 


u, 
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pour  obtenir,  à  la  place  de  la  formule  (5),  le  système  des  équations 
binômes 

(8)  ^^  =  y,       j2 _  ^  _^  j3  ^/iry . 

à  la  place  de  la  formule  (G),  le  système  des  trois  équations  binômes 

(9)  ^^=y,      y^  =  ^,      ^^=a  +  Pv/^; 

à  la  place  de  la  formule  (7),  le  système  des  quatre  équations  binômes 

etc. 

D'ailleurs,  la  dernière  des  formules  (8)  étant  semblable  à  l'équa- 
tion (4),  on  en  tirera  deux  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  y;  et, 
après  avoir  substitué  successivement  ces  deux  valeurs  dans  le  second 
membre  de  l'équation  x-=y,  on  déduira  de  celle-ci  quatre  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  x  qui  seront  propres  à  vérifier  l'équa- 
tion (5).  Pareillement,  on  tirera  des  formules  (9)  deux  valeurs  de  z, 
quatre  valeurs  de  y,  et,  en  définitive,  huit  valeurs  de  x  propres  à 
vérifier  l'équation  (G).  De  même  encore,  on  tirera  des  formules  (10) 
seize  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'équation  (7),  etc.  Donc,  cha- 
cune des  équations  (4),  (5),  (G),  etc.  offrira  autant  de  racines  que 
son  degré  renferme  d'unités.  On  voit,  en  outre,  que  la  détermination 
exacte  de  ces  racines  ne  présentera  aucune  difficulté. 

Supposons  maintenant  que  le  degré  n  soit  un  nombre  impair.  Dans 
cette  hypothèse,  l'équation  (3)  admettra  certainement  une  ou  plu- 
sieurs racines  réelles  ou  imaginaires,  si  l'une  des  quantités  a,  ^  s'éva- 
nouit. En  effet,  soit  2/72  +  i  une  valeur  impaire  de  n.  On  vérifiera  évi- 
demment l'équation 

(11)  a?«=ra 
OU 

(12)  x-"'+^=:a, 
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en  prenant 

(.3) 
ou  bien 

(i4) 


V  TT  y.'' 


X  r=^  —  ( —  af 


suivant  que  a  sera  positif  ou  négatif;  et  l'équation 

(t5)  j?«— |3v/^ 


^2/«+l  —   ^  ^_  I   ^ 


ou 

(i6) 

en  prenant 

('7) 

OU  bien 

(i8) 

x  =  (— i)'«(32'"^'v/— I 


suivant  que  ^  sera  positif  ou  négatif,  .l'ajoute  que,  si,  a  étant  impair, 
les  quantités  a  et  ^  ne  s'évanouissent  ni  l'une  ni  l'autre,  on  pourra 
encore  trouver  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  x  propre  à  vérifier 
l'équation  (3)  ou 

(19)  ^''-(a-^[3v/^)  =  o. 

C'est  ce  que  l'on  démontrera  sans  peine  en  raisonnant  comme  il  suit. 
Représentons  par/?-h^v/~i   une  valeur  imaginaire  quelconque 
attribuée  à  la  variable  x\  par 

la  valeur  correspondante  du  binôme 

(21)  j;«_(a-^|3v/^). 
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et  par  /-,  p,  R  les  modules  des  trois  expressions  imaginaires 

p^q^ZTi^    a  +  Pv^-^,    P-T-Q\/^, 
en  sorte  qu'on  ait 

(22)  r  ={p^^q^-)\ 

(23)  p=(^2_^^.)i, 

(24)  R:^:(p2^_Q2)T_ 

Le  module  R  de  l'expression  (20)  deviendra,  en  vertu  du  théorème  II, 
supérieur  à  la  différence 

(25)  A-"— p, 

1 

si  l'on  suppose  r'^^p,  r>p";  et,  par  conséquent,  il  surpassera  le 
module  p,  si  l'on  a 

(26)  /•>(2p)". 

Au  contraire,  R  sera  équivalent  à  la  valeur  numérique  de  fl  ou  de  a  et, 
par  conséquent,  inférieur  à  p,  si  l'on  suppose 

(27)  Ç='-o,         a;":=p'^^a 
OU  bien 

(28)  p^O,  ^«=z(çry/37)''=[3v/^^. 

Donc,  la  plus  petite  valeur  que  puisse  acquérir  le  module  R  de  l'ex- 
pression (20)  ou  (21),  tandis  que  x  varie,  est  inférieure  au  module  p 

de  an-  ^  y/—  I,.  et  correspond  à  une  valeur  de  x  différente  de  zéro, 

1 
mais  dont  le  module  r  ne  surpasse  pas  (^p)".   D'ailleurs,   si  l'on 

attribue  à  la  variable  œ  une  valeur  distincte  de  p  -+-  q\'—  1,  et  repré- 
sentée par 
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le  binôme  (21)  se  transformera  en  une  fonction  entière  de  z  du  degré  n, 
savoir 


Or,  dans  la  formule  (29),  la  somme  des  deux  premiers  termes  du 
second  membre  s'évanouira  si  l'on  prend 

(3o)  z=-  ^^ 


Mais  si  l'on  prend 


(3.)  z=-t 


n{p-^q\J—\)"" 


£  désignant  une  quantité  positive  très  peu  différente-de  zéro,  ce  second 
membre  deviendra  une  fonction  entière  de  £  qui  offrira  pour  premiers 
termes  les  deux  expressions  imaginaires 

P  +  Qv/^,    -£(P  +  Qv/^0- 


Donc,  si  l'on  divise  cette  fonction  de  £  par  P  +  Q y—  i,  le  quotient 
sera  de  la  forme 

(82)  I  — e  4-c,e^4-C2e*4-. .  .  +  c„_ie„, 


(')  La  formule  ('29)  se  déduit  immédiatement  de  l'équation  (20)  jointe  à  celle  qu'on 
obtient  en  remplaçant  j-  par  p  -^q  s/ —  i  dans  l'équation  connue 

{a)  ( j  -i-  3  )'»  =  j/«  H-  /^J«-1 3  4-  ...  -H  nyz"-'^  -^  c'». 

Au  reste,  l'emploi  que  nous  faisons  ici  de  la  formule  (-ji)  n'exige  pas  que  l'on  détermine 
les  coefficients  do  toutes  les  puissances  de  :;  qui  entrent  dans  le  second  membre  de  cette 
formule  ou  do  la  formule  {a).  On  peut  môme,  à  la  rigueur,  calculer  seulement  le  coeffi- 
cient de  2.  Or,  pour  s'assurer  que  ce  coefficient  se  réduit,  dans  la  formule  («),  à  //j""~', 
il  suffit  d'observer  que  l'on  a  généralement 


et,  par  suite,  en  supposant  cj  =  sj  — . . .  =  2„  =  5, 

(/-<--)"  =  y"  +  ny'^-'^z  -H. .  .-+-  z". 
OF.uvreu  de  C.  —  S.  U,  t.  IX.  l5 
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c,,  Co,  . . .,  c„_,  désignant  des  coefficients  réels  ou  imaginaires,  et  l'on 
trouvera,  en  supposant  la  variable  z  déterminée  par  l'équation  (3i), 

(         zir  (P-H  Q  V^—  l)  (l  —  £  H-  Ci£2  4-C2£'*4-.  .  .+  C„_i£"). 

Observons  maintenant  que,  si  R  n'est  pas  nul,  le  second  membre  de 
l'équation  (33)  offrira,  pour  de  très  petites  valeurs  de  £,  un  module 
inférieur  à  R.  En  effet,  si  l'on  nomme 

Xj,       X,,        .  .  .  ,       ''^n—l 

les  modules  des  expressions  imaginaires 

Cl,       C2,        •  •  •  »       ^n—lf 

la  somme  des  expressions 

I        £,      <?i£,      ^2^  >      •••»      <^/i— 1£> 

OU  le  polynôme  (32),  aura  pour  module  (en  vertu  des  théorèmes  II,  III 
et  de  leurs  corollaires)  un  nombre  G  inférieur  à  la  somme  des  quan- 
tités 

I  —  £,        Xi£    ,        3*2 £    ,         •  •  •  ,        '^/i— 1£     y 

en  sorte  qu'on  trouvera 

(34)  5<I  —  £(l  —  X,£  —  X2£2-...—  X„_i£«-1). 

D'ailleurs,  pour  de  très  petites  valeurs  de  £,  le  polynôme 

(35)  I  —  Xi£  —  X2£^— .  .  .— X„_i£"~' 

étant  très  peu  différent  de  l'unité,  on  conclura  de  la  formule  (34) 

(36)  5<i, 
(3;)                                                   0R<R. 

Donc,  lorsque  R  ne  sera  pas  nul,  on  pourra  choisir  £  de  manière  que 
le  module  6R  de  l'expression  (33)  devienne  inférieur  à  R.  Il  suit  évi- 
demment de  cette  remarque  que  le  plus  petit  module  de  l'exprès- 


ET  SUR  LA  THÉORIE  DE  L'ÉLIMINATION.  115 

sion  (21)  ne  saurait  différer  de  zéro.  Donc,  puisque  ce  plus  petit 

module  correspond  à  une  valeur  de  r  inférieure  à  (2p)",  et  que  l'expres- 
sion (21)  s'évanouit  avec  son  module,  l'équation  (19)  ou  (3)  admet 
une  ou  plusieurs  racines  dont  les  modules  sont  renfermés  entre  les 

limites  o,  (sp)". 

Les  principes  que  nous  venons  d'exposer  ne  servent  pas  seulement 
à  prouver  que,  dans  le  cas  où  n  est  impair,  l'équation  (3)  admet  une 
ou  plusieurs  racines  réelles  ou  imaginaires;  ils  fournissent  encore  le 
moyen  de  déterminer  numériquement  au  moins  l'une  de  ces  racines. 
En  effet,  supposons  que,  n  étant  égal  à  im  +  i,  on  désigne  par  x^  la 
valeur  de  x  donnée  par  l'une  des  équations  (i3),  (i4)'  (i?)»  (i^). 

Après  avoir  calculé  les  valeurs  correspondantes  des  nombres  x,,  x, 

X;j_,,  on  trouvera  sans  peine  une  valeur  de  £  propre  à  rendre  positive 
la  quantité  (35),  c'est-à-dire  à  vérifier  la  condition 

(38)  xi£ -}--/2e2-h.  .  .-f-x„_ie'^-i<i. 

Car  il  suffira,  pour  y  parvenir,  d'attribuer  as  des  valeurs  décroissantes, 
par  exemple 


I           I 

I 

I  ,                    )                         5 
10               100 

lOOO 

jusqu'à  ce  que  le  polynôme 

(39)                                      Xi£ -H /je^-l-- • 

•  -+--  it/î- 

(jui  décroit  constamment  et  indéfiniment  avec  £,  devienne  inférieur  à 
l'unité.  Or,  £  étant  choisi  de  manière  à  vérifier  la  condition  (38),  il 
suffira  d'ajouter  à  x^  le  second  membre  de  la  formule  (3i),  pour 
obtenir  une  nouvelle  valeur  de  x,  à  laquelle  réponde  une  valeur  de  R 
plus  petite  que  le  module  de  l'expression  £r"4-aH-  ^^\J—  1.  Soit  x., 
cette  nouvelle  valeur  de  x.  L'opération  par  laquelle  on  a  déduit  .To  de 
x^,  étant  plusieurs  fois  répétée,  fournira  une  suite  de  valeurs  de  x, 
auxquelles  correspondront  des  valeurs  de  plus  en  plus  petites  de  la 
quantité  positive  R,  qui  représente  le  module  de  l'expression 
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Cela  posé,  soit 

(,40)  ,371,       X2,       .373,       ;V^,       .  .  . 

la  suite  des  valeurs  de  x  dont  il  est  ici  question.  Tandis  que  les  mo- 
dules des  expressions 

(40    ^f  +  a  +  Pv/'^,    ^^-t-aH-j3v/-~i,    ^^  +  a  +  [3v/^,    o^^  +  a  +  Py/^,  ... 

deviendront  de  plus  en  plus  petits,  les  termes  de  la  série  (4o)  conver- 
geront vers  une  certaine  limite  qui  sera  nécessairement  une  valeur 
de  07  propre  à  vérifier  l'équation  (3). 

Il  reste  à  examiner  le  cas  où  le  degré  n  de  l'équation  (3)  ne  se  ré- 
duit ni  à  un  nombre  impair  ni  à  une  puissance  de  2.  Soit,  dans  cette 
hypothèse,  2'  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  puisse  diviser  le  degré  n. 
Ce  degré  sera  le  produit  de  2^ par  un  nombre  impair  2/72  +  i ,  et  l'équa- 
tion (3)  ou 

(42)  ^2î(2«z+l)__^_^p^— 

pourra  être  remplacée  par  le  système  des  deux  formules 

(43)  ^^'  =  r,  j2m+l_^_^|3^— ^ 

Or  la  seconde  des  équations  (43),  étant  semblable  à  l'équation.  (3), 
mais  d'un  degré  impair,  pourra  toujours  être  vérifiée,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  dire,  par  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  y;  et,  pour 
chacune  de  ces  valeurs  de  j,  l'équation 

dont  le  degré  se  réduit  à  une  puissance  du  nombre  2,  fournira  autant 
de  valeurs  de  x  que  son  degré  renferme  d'unités. 

On  peut  donc  affirmer  que,  dans  tous  les  cas,  une  équation  binôme 
admet  des  racines  réelles  ou  imaginaires. 

Au  reste,  on  s'assurera  facilement  que  le  module  de  chacune  des 

racines  de  l'équation  (3)  se  réduit  toujours  à  p".  Car,  si  l'on  nomme  r 
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le  module  d'une  de  ces  racines,  on  aura,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit 
ci-dessus  (p.  9G), 

(44)  '•"=? 

et,  par  suite, 

i 

(45)  rzzzp". 

§  IV.  —  Sur  la  résolution  des  équations  de  degré  quelconque 
à  coefficients  réels. 

Si,  dans  une  équation  du  degré  n,  on  réduit  à  l'unité  le  coefficient 
du  premier  terme,  elle  se  présentera  sous  la  forme 

(i)  ^«+ A^«-'  +  R^'*-2  +  . . .+ I^4-K  =  o. 

Si  d'ailleurs  les  coefficients  A,  B,  ...,  I,  K  sont  réels  et  donnés  en 
nombres,  on  pourra,  lorsque  certaines  conditions  seront  remplies, 
affirmer  que  l'équation  (i)  admet  des  racines  réelles,  et  l'on  établira 
sans  peine  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  VIII.  —  5/,  en  substituant  V une  après  l'autre,  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (i),  deux  valeurs  réelles  et  finies  de  x,  par 
exemple  x  =^  a,  x  =^  b,  on  obtient  deux  résultats  de  signes  contraires,  on 
pourra  en  conclure  que  l'équation  admet  au  moins  une  racine  réelle  com- 
prise entre  aet  b. 

Démonstration,  -r-  En  effet,  concevons  que  l'on  fasse  varier  x  par 
degrés  insensibles  depuis  la  limite  x  =  a  jusqu'à  la  limite  x  =  b.  Le 
premier  membre  de  l'équation  (i),  ou  le  polynôme 

(2)  a;«+ A^^-'h-Bj;"---!-.  .  .H- Ij7  +  K 

variera  lui-même  par  degrés  insensibles,  en  conservant  une  valeur 
finie,  mais  de  manière  à  changer  de  signe;  et  il  est  clair  qu'il  s'éva- 
nouira au  moment  où  il  passera  du  positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au 
positif. 
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Corollaire  I.  —  11  est  bon  d'observer  que  le  polynôme  (2)  peut  être 
considéré  comme  le  produit  des  deux  facteurs 

(3)  x"- 


et 

(4) 


A 

B 

I  + 

— 

+ 

œ 

x^ 

X" 


dont  le  second  diffère  très  peu  de  l'unité,  et  par  suite  reste  positif, 
quand  on  attribue  à  la  variable  x  une  très  grande  valeur  numérique. 
Cela  posé,  comme  l'autre  facteur  x"  change  de  signe  avec  x,  dans  le 
cas  où  le  degré  n  est  un  nombre  impair,  il  suffira  évidemment,  dans  ce 
cas,  d'attribuer  à  la  variable  x  deux  valeurs  de  la  forme 

X  :=!  —  a,  X  r=.  a, 

a  désignant  une  quantité  positive  très  considérable,  pour  que  les  va- 
leurs correspondantes  du  polynôme  (2)  soient  affectées  de  signes  con- 
traires. Donc  alors  l'équation  (i)  admettra  au  moins  une  racine  réelle. 

Corollaire  IL  —  Si,  le  degré  n  étant  un  nombre  pair,  on  désigne  tou- 
jours par  a  une  quantité  positive  très  considérable,  le  polynôme  (2), 
ou  le  produit  des  facteurs  (3)  et  (4),  sera  évidemment  positif  pour 
a?  =  —  «.  Si  d'ailleurs  la  quantité  K  est  négative,  le  polynôme  (2)  de- 
viendra positif  pour  a?  =  o.  Donc  alors  ce  polynôme  changera  de  signe 
tandis  que  l'on  fera  varier  x,  soit  entre  les  limites  x^=  —  a,x  =  o,  soit 
entre  les  limites  x  =  o,x  =  a.  Donc,  par  suite,  l'équation  (i)  admettra 
au  moins  deux  racines  réelles,  l'une  positive,  l'autre  négative. 

Théorème  IX.  —  Supposons  que,  dans  le  polynôme  (2),  le  dernier 
terme  étant  négatif,  les  termes  positifs,  s'il  en  existe,  suivent  immédiate- 
ment le  premier  terme.  L'équation  (i)  admettra  une  racine  réelle  et  posi- 
tive, et  n'en  aura  qu'une  de  cette  espèce. 

Démonstration.  —   Soient 

Pl>       P21       •  •  •  >       Pn-lf       pn 
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les  valeurs  numériques  des  coefficients 

A,     B,     ...,     I,     K. 

En  vertu  de  l'hypothèse  admise,  l'équation  (i)  sera  de  la  forme 

(5)  a;'*+  p,  jr''-'  +  p2a;"-2  +  . . .+  p,„^«-'"—  pm+ia:"-""-^  —  . . .—  p^-io;  —  p„  =  o, 
m  étant  un  nombre  entier  inférieur  à  n.  D'ailleurs  le  polynôme 

(6)  ^'»-+-p,x'*-'+p2^'*-^4-.  .  .  +  p,„^''-'"— p,„+i^''-"*-'  — .  .  .— p„_,^—  p„ 

est  le  produit  des  deux  facteurs 

(7)  ^«-'«, 

/o\  m    .  m  — 1     ,  ,  /  P/n-+-l      ,  ,  pn  — 1  ,  Pn 


et  il  est  clair  que,  si  l'on  fait  croître  x  par  degrés  insensibles,  mais 
indéfiniment,  à  partir  de  ^  ==  o,  l'expression 

(9)  ^'«+Pi^'"-'  +  . .  .-f-p,„ 

croîtra  en  passant  de  la  limite  p„j  à  l'infini  positif,  tandis  que  l'ex- 
pression 

(        \  '^'    -^  ^       P/»-l  ,  Pn 

v'O;  ^       '^  ■  •  •  ^^  ^n-m-l   ~^  ^n-m 

décroîtra  en  passant  de  l'infini  positif  à  zéro.  Donc  alors  la  difie- 
rence  (8)  croîtra  sans  cesse,  en  passant  de  l'infini  positif  à  l'infini 
négatif.  Donc  cette  diff'érence  s'évanouira,  mais  une  fois  seulement, 
pour  une  valeur  positive  de  x,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  du  poly- 
nôme (6)  qui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  (5). 

Corollaire.  —  Lorsqu'on  suppose  m  =  o,  l'équation  (5)  se  réduit  à 

(11)  ûc"  —  p^x'^-^  —  piX""-^  — . .  .  — p„_i^  — p„  =  o. 

Donc  cette  dernière  admet  une  racine  réelle  positive,  et  n'en  a  qu'une 
de  cette  espèce. 

Lorsque  les  coefficients  de  l'équation  (5)  ou  (ri)  sont  donnés  en 
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nombres,  on  peut  aisément  déterminer  la  racine  positive  de  cette  équa- 
tion, avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on  le  juge  convenable,  à 
l'aide  de  procédés  semblables  à  ceux  auxquels  on  a  recours  dans  l'ex- 
traction des  racines  carrées  et  cubiques.  Il  est  d'ailleurs  facile  de 
trouver  une  limite  supérieure  à  la  racine  dont  il  s'agit.  On  y  parviendra 
en  particulier  pour  l'équation  (i  i),  en  suivant  l'une  des  méthodes  que 
nous  allons  exposer. 

Soient  p  le  plus  grand  des  coefficients  p,,  po,  ...,  p«_,,  p„,  et  t  la 
racine  positive  de  l'équation  (i  i).  On  aura 

(12)  t«  =  p,t«-l  +  p2^«-^4-...  +  p„_,t+p„, 

et,  par  suite, 

t  —  I 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

t«  — I 

(i3)  t<p  +  i. 

Donc  la  racine  positive  de  l'équation  (ii)  sera  inférieure  au  plus  grand 
des  nombres 

(i4)  pi  +  l,      P2+',      •••,      p„-i  +  l,      p„4-l. 

De  l'équation  (12),  présentée  sous  là  forme 

(.3)  ,=  P.+P|+.,.+  P^  +  P^, 

on  conclut  encore  que  les  rapports 

(16) 


pl 

P2 

Pn-l 

Pa 

— } 
t 

V^' 

.  .  . , 

,«-!' 

t." 

doivent  être  ou  égaux  entre  eux  et  à  ->  ou  les  uns  supérieurs,  les  au- 
tres inférieurs  à  -  •  Donc,  par  suite,  les  rapports 

^^yf  —-'    ~r'     •••'     T^iiT'     TTT 
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doivent  être,  ou  égaux,  ou  les  uns  supérieurs,  les  autres  inférieurs  à 
l'unité;  et  l'on  pourra  en  dire  autant  des  expressions 


np,y_{np,y 


«Pi         (  Ipl]  —  V  "  p-i 

1  1 


npn 


{npn'r 


Or  il  en  résulte  évidemment  que  la  racine  t  sera  comprise  entre  le  plus 
petit  et  le  plus  grand  des  nombres 


(i8) 


npi,     (np.y,      ...,     {np,^_^)"-\     {np„)". 


Observons  maintenant  que,  si,  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (il),  on  attribue  à  la  variable  ce  une  valeur  positive  quelconque 
désignée  par  r,  la  valeur  correspondante  de  ce  premier  membre  sera 


(19) 


r"— p, /■«-'  — p. /•""-• 


Pn-l' 


Pn 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(20) 


rnij-Pl-Pl-, 


P«-l 


Or  le  produit  (20)  est  composé  de  deux  facteurs  qui,  pour  des  valeurs 
croissantes  de  r,  croissent  l'un  et  l'autre,  et  convergent,  le  premier 
vers  la  limite  ce,  le  second  vers  la  limite  i .  Donc  ce  produit,  qui  s'éva- 
nouit pour  r=ï,  deviendra  positifdès  que  l'on  aura  /■>ï,  par  exemple, 
lorsqu'on  supposera  r=p-\-  i,  ou  lorsqu'on  prendra  pour  r  le  plus 
grand  des  nombres  (18);  de  plus,  le  produit  dont  il  s'agit  ou  le  poly- 
nôme (19)  deviendra  infini  pour  des  valeurs  infinies  de  r. 


§  V.  —  Sur  la  résolution  des  équations  de  degré  quelconque 
à  coefficients  imaginaires. 

Considérons,  comme  dans  le  §  IV,  une  équation  du  degré  n,  mais  à 
coefficients  imaginaires.  En  réduisant  le  coefficient  du  premier  terme 

Œuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  IX.  1 6 
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à  l'unité,  on  ramènera  encore  cette  équation  à  la  forme 

(i)  x'»-i-A^"-'+Bj7''-2-i-.  ..-hIj? +  Ki=o. 

Seulement  les  constantes  A,  B,  . . .,  I,  K  et  les  valeurs  de  x  propres  à 
vérifier  l'équation  (i)  pourront  être  imaginaires.  D'ailleurs,  si  l'on  dé- 
signe par  /?  -4-  ^  V^7  une  valeur  imaginaire  quelconque  attribuée  à  la 
variable  x,  et  par 

les  modules  des  expressions  imaginaires 

A,     B,     ...,     I,     K,    p  +  rjs/'^, 

le  module  du  polynôme 

(2)  Aa:«->-f-B^«-2  +  . .  .  +  I^  +  K 

sera  (en  vertu  des  théorèmes  II  et  III)  égal  ou  inférieur  à  la  somme 

(3)  pi/-'»-^+p2A-"~-  +  .  •  •  +  p«-i/'  +  P«, 

et,  par  suite,  le  module  du  polynôme 

(4)  :r«+ A^"-'  +  Bx"--  +  ..  .+  I^  +  K 

{voir  encore  le  théorème  II)  sera  égal  ou  supérieur  à  la  différence 

(5)  /■«—p, /•"-*— p, /•"--  — . . .— p„_i/-  — p„, 

lorsqu'elle  sera  positive,  c'est-à-dire  lorsque  le  module  j"  de  x"  sur- 
passera celui  du  polynôme  (2).  Or  l'expression  (5)  acquerra  une  va- 
leur positive  et  différente  de  zéro  {voir  le  §  IV),  dès  que  le  module  r 
deviendra  supérieur  à  la  quantité  positive  t  qui  vérifie  l'équation 

(6)  t«—  p,t«-'+  p2l«-2_|-.  .  .+  p,^_jt   +  p,,, 

par  exemple,  lorsqu'on  prendra  pour  r  le  plus  grand  des  nombres 

(7)  .   pi  +  i,    P2+1,     •••'    p^-i+i.    P«+i 
ou  le  plus  grand  terme  de  la  suite 

1  _L.  i 

(8)  np„     («pOS      ...,     (/«p„-,)"-S     {np„Y. 
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Donc  alors  le  module  du  polynôme  (4),  étant  égal  ou  supérieur  à  l'ex- 
pression (5),  acquerra  lui-même  une  valeur  différente  de  zéro.  Donc 
l'équation  (i)  ne  peut  être  vérifiée  par  aucune  valeur  de  x  dont  le  mo- 
dule surpasse  la  quantité  t.  Ajoutons  que,  si  le  module  r,  devenant  su- 
périeur à  ï,  croît  au  delà  de  toute  limite,  on  pourra  en  dire  autant  de 
l'expression  (5),  et,  à  plus  forte  raison,  du  module  du  polynôme  (4). 
Concevons  maintenant  que  l'on  désigne  par  P  +  Q  \j  —i  la  valeur  du 
polynôme  (4)  correspondante  à  ^  =/?-+-  ^  y'—  i,  et  par  R  le  module 
de  l'expression  imaginaire  P  +  Q  y  —  i-  D'après  ce  qu'on  vient  de 
dire,  le  module  R  croîtra  indéfiniment  avec  r.  Donc  les  plus  petites  va- 
leurs de  ce  module  correspondront,  non  à  des  valeurs  infinies,  mais 
à  des  valeurs  finies  de  r  et  de  x.  D'ailleurs,  si  l'o-n  attribue  à  la  va- 
riable X  une  valeur  distincte  de  /?  +  ^  sj—  i,  et  représentée  par 


(9) 


P  +  <7  y—  '  +  ^» 

le  polynôme  (4)  se  transformera  en  une  fonction  entière  de  :;  du 
degré  n,  savoir 

\  -+-  R(p  +  ^v^-^  +-^)""'  +  ...H-I(/>  +  q\'—  (  +^)  +  K, 

qui  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

I  P  +  Qv/^  +  (P.+  Qiv/— •)- 

I  +(P,+  Q2v/~)^'  +  -.-+(P.-i  +  Q«-iV/^^)^"-*+-"' 


(10) 


p,,  p.,  ...,  P„_,;  Q,,  Qa,  ...,  Q„-i  désignant  encore  des  quantités 
réelles.  Cela  posé,  admettons  d'abord  que  l'expression  imaginaire 
P)  +  Qiv/— i  ne  soit  pas  nulle.  Alors,  dans  le  polynôme  (lo),  la 
somme  des  deux  premiers  termes  s'évanouira,  si  l'on  prend 

^^_P^Qv/^. 

P.  +  OiV^-' 
Mais,  si  l'on  prend 

(12)  *  zr=i—Z -=:, , 

P.  +  Q.y/-' 
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£  désignant  une  quantité  positive  très  peu  différente  de  zéro,  la  même 
expression  deviendra  une  fonction  entière  de  £  qui  offrira  pour  pre- 
miers termes  les  deux  expressions  imaginaires 

p  +  Qv/^TT,      _£(p  +  Qy/=T). 


Donc,  si  l'on  divise  cette  fonction  de  £  par  P  +  Qv^— i,  le  quotient 
sera  de  la  forme 

c^,  c.,,  ...,  c«_,  désignant  des  coefficients  réels  ou  imaginaires,  et  l'on 
trouvera,  en  supposant  la  variable  z  déterminée  par  la  formule  (12), 

(  (o  +  '7V^^^  +  -)"4- A (/^  +  <7V/^ -+--)""' +  R(/>  4-  ri\f—  i  +^)"~'  +  . 

(l3)         I  +    I   (y?  +  ^yy/ir7  4-  3)  +  K 

[  z=(P4-Qy/^^)(l-  £  +  Ci£-+C2£3  +  .  ..4-C„_i£"). 

D'autre  part,  si  l'on  nomme 

z,,    ■/,,     . . . ,    y-n-i 
les  modules  des  expressions  imaginaires 

on  prouvera,  en  raisonnant  comme  ci-dessus  (p.  1 14)»  que  le  module  0 
du  polynôme 

(14)  I  —  £  H-  Ci£2+  C2£^-i-.  .  .+  C,j_i£" 

est  inférieur  à  la  somme 

1  —  £  +  Z,  c-  +  •/-,  £^  4-  .  .  .  +  X„-i  £" 

et  vérifie,  en  conséquence,  la  formule 

(15)  9  <  I  —  c(l  —  X,£  —  XoE^  — ...—  Z,,_,  £"-'), 

dès  que  l'on  suppose  £<i.  Enfin  la  formule  (ij)  donnera  évidem- 
ment, pour  de  très  petites  valeurs  de  £, 

(16)  6<i, 

(17)  6R<R. 
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Par  conséquent,  lorsque  R  ne  sera  pas  nul,  on  pourra  choisir  z  de  ma- 
nière que  le  module  OH  de  l'expression  (i3)  demeure  inférieur  à  K. 
Donc,  si  l'expression  imaginaire  P,  +  Qiv/— i  ne  s'évanouit  pas,  la 
plus  petite  valeur  de  R  ou  le  plus  petit  module  du  polynôme  (4)  ne 
pourra  différer  de  zéro. 

Admettons  à  présent  que  P,  +  Q,  y/—  i  s'évanouisse,  et  supposons 
que,  parmi  les  expressions  imaginaires 


(i8) 


la  première  de  celles  qui  ne  sont  pas  nulles  corresponde  à  l'indice  m. 
Alors,  dans  le  polynôme  (lo)  réduit  à  la  forme 

j  P  +  Q  v/- "i  +  (P.,  +  Q,n  V'=^)  :;'" 

(  +  (P,„+,  +  Q„,.„  v'~)^'"+'  + . . .  +  (P„-_,  +  Q„_,  \/=~^) >^''-'  +  -", 

la  somme  des  deux  premiers  termes  s'évanouira,  si  l'on  prend 

(19)  -  =  ç, 

C  désignant  une  valeur  de  z  propre  à  vérifier  l'équation  binôme 


0..  v/- 


(20)  Z'"z=i 

Mais,  si  l'on  prend 

(21)  .-  =  £:, 

£  étant  une  quantité  positive  différente  de  zéro,  le  polynôme  (18)  de- 
viendra une  fonction  entière  de  £,  qui  offrira  pour  premiers  termes  les 
deux  expressions  imaginaires 

P  +  Qv/^,     —  £"'(P-+-Ov/^~). 

Donc,  si  l'on  divise  cette  fonction  de  £  par  P  4-  Q  y^—  •  »  le  quotienl 
sera  de  la  forme 


(22) 


c,,  c.,,  . . . ,  c,^_„,  désignant  des  coefficients  réels  ou  imaginaires,  et  l'on 
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trouvera,  en  supposant  la  variable  z  déterminée  par  l'équation  (21), 

(23)  +  i(^  +  ^^zrr  +  ^)-i-K 

D'autre  part,  si  l'on  nomme 
les  modules  des  expressions  imaginaires 

on  s'assurera,  en  raisonnant  comme  à  la  page  ii4,  que  le  module  0 
du  polynôme 

(24)  I  —  £'«  +  Cl  £'"+•  +  C2£'"+2  _f-  .  .  .  +  C„_„,  £"• 

vérifie  la  formule 

(25)  9  <  I  -  £'"(!  -  Zi£  -  X,£2  —  .  ..-  /.,,_„,£"-'«), 

lorsqu'on  suppose  £<<i,  et  devient  par  suite  inférieur  à  l'unité, 
lorsque  £  diffère  très  peu  de  zéro.  Donc,  si  R  n'est  pas  nul,  le  module 
OR  de  l'expression  (23)  sera,  pour  de  très  petites  valeurs  de  £,  infé- 
rieur à  R.  Par  conséquent,  dans  l'hypothèse  admise,  la  plus  petite  va- 
leur de  R  ou  le  plus  petit  module  du  polynôme  (4)  se  réduira  encore  à 
zéro. 

Il  est  donc  prouvé  que,  dans  tous  les  cas,  les  valeurs  finies  de  r  et 
de  X,  pour  lesquelles  le  module  R  devient  le  plus  petit  possible,  font 
évanouir  ce  module  et,  par  suite,  le  polynôme  (4)-  Donc  il  existe  une 
ou  plusieurs  valeurs  finies  de  x  propres  à  vérifier  l'équation  (i).  En 
d'autres  termes,  cette  équation  admet  nécessairement  une  ou  plu- 
sieurs racines  soit  réelles,  soit  imaginaires. 

La  méthode  par  laquelle  on  vient  d'établir  l'existence  des  racines 
réelles  ou  imaginaires  des  équations  de  degré  quelconque  peut  en- 
core servir  au  calcul  numérique  de  ces  racines.  En  eff'et,  nommons 
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J7,,  X.,  les  deux  valeurs  de  x  ci-dessus  désignées  par  p -\- q  \l  —  i  <'t 
p  +  qsh^i  H-  -.  Pour  que  le  module  du  polynôme  (4)  diminue  tandis 
que  la  variable  x  passera  de  la  valeur  a?  =  ^r,  à  la  valeur  x  =  x^,  il 
suffira  de  choisir  le  nombre  i  de  manière  que  le  second  membre  de  la 
formule  (i5)  ou  (25)  devienne  inférieur  à  l'unité,  et  par  conséquent 
de  manière  que  l'on  ait 


(20) 

ou 

(27) 


Zi£  H-Z2£^  +  .  .  .+  X„_i£"~'<  I 


x,£  -1-  /.,e-H-. . .+  -A, 


<l 


Or  la  condition  (26)  sera  remplie,  si  l'on  prend  pour  £  un  nombre  in- 
férieur à  la  racine  positive  unique  de  l'équation 


(28) 


X,£  H-  X2£''+,  .  .-H  X,,_i£' 


D'ailleurs  cette  équation,  pouvant  s'écrire  comme  il  suit 

(29) 


Zll    -    )  +5<2(    -    )  +...  +  /«_i, 


fournira  une  valeur  positive  de  -  inférieure  au  plus  grand  des  nombres 

XiH-i,     X24-1,      ...,     x„_,4-i, 

ainsi  qu'à  la  plus  grande  des  quantités 

i  1 

(w— i)x,,     [(/i  — i)x,J%      ...,     [(«  — i)x„_,]"-» 

(voirie  §1V),  et  par  conséquent  une  valeur  positive  de  i  inférieure  au 
plus  petit  des  rapports 

(3o) 


X,  -H  I         X,  H-  l 


ainsi  qu'à  la  plus  petite  des  quantités 


128    SUR  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES 

Donc  le  plus  petit  terme  de  la  suite  (3o)  ou  (3i),  étant  pris  pour  £, 
vérifiera  la  condition  (2G).  De  même,  on  vérifiera  la  condition  (27)  en 
prenant  pour  £  un  nombre  inférieur  à  la  racine  positive  unique  de  l'é- 
quation binôme 

ou  le  plus  petit  terme  de  l'une  quelconque  des  deux  suites 

(33) 


■/l+I  Xo+I 

i 

34) 


(/* 


(  n  —  JH  )  z. 


r L 1- 

L(/i  — m  )■/.„_„  J 


Ainsi,  dans  tous  les  cas,  après  avoir  choisi  arbitrairement  la  valeur 
de  X  ci-dessus  représentée  par  x^  ou  p  +  q  \J~  i ,  on  pourra,  de  cette 
première  valeur,  en  déduire  une  seconde  x.,  qui  fournisse  un  moindre 
module  du  polynôme  (4).  Cela  posé,  si  l'on  répète  plusieurs  fois  de 
suite  l'opération  par  laquelle  on  déduit  x.,  de  ^,,  on  obtiendra  évi- 
demment une  série  de  valeurs  finies  de  x,  auxquelles  correspondront 
des  modules  de  plus  en  plus  petits  du  même  polynôme,  et,  si  l'on  dé- 
signe ces  valeurs  par 

(35)  ^j,     ^2,     X3,     a-,,,      ..., 

la  limite  vers  laquelle  elles  convergeront,  tandis  que  le  polynôme  (4) 
s'approchera  indéfiniment  de  zéro,  sera  certainement  une  racine  de 
l'équation  (i). 

Soit  maintenante  une  racine  réelle  ou  imaginaire  de  l'équation  (i). 
On  aura  identiquement 

';36)  a"  +  Aa"-^  +  Ra«-2  +  . . .  +  la  +  K  =  o 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Kr=— «"  — A««->  — Ra"--— .  . .— Irt 
et,  par  suite, 

)  ^''H- A^«-'  +  R^«-2  +  . .  .H-I^  +  K 
^    (       — ^''  — «"  +  A(^'»-i  — rt«-i)+R(^«-2_a«-2)4-...-i-I(^  — a). 
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Comme  on  a  d'ailhnirs,  en  désignant  par  m  un  nombre  entier  quel- 
conque, 

(88)  x"'  —  a"'—{x  —  a)  (^-'"-14-  «. r '"-«  +  . .  .+  a"^-^x  +  «'«-»), 

la  formule  (37)  donnera  évidemment 


(39) 


\ 


{a:  —  a)  [a;'"-i4-(a  + A)^«--  +  (a2+ Aa4-B)j;«-^  +  . . . 


Donc  le  polynôme  (4)»  qui  est  du  degré  n  par  rapport  à  x,  peut  tou- 
jours être  décomposé  en  deux  facteurs,  dont  l'un  soit  linéaire  et  de  la 
forme 

(  4o  )  .  .r  —  a, 

l'autre  étant  un  nouveau  polynôme  du  degré  /i  —  t  et  de  la  forme 

(40 


\  .r«-'+(rt4- A).r"-2  4-  («^^4- Art  +  B)x"-=*  +  .  .  . 
i  +  (a''-i-+-Aa«-2-f-B«"-2+ ..  .  +1). 


De  plu^,  en  désignant  par  h  une  racine  réelle  ou  imaginaire  de  l'é 
([uation 

(  ^«-»-f-(rt  +  A).r"-2+(a2+Aa-^B)^'»-3  +  .  .. 

\  +(a«->-^Aa''-2+Ba''-»  +  . . .+  l)  =  o, 


(4^0 


on  prouvera  encore  que  le  polynôme  (4 1)  peut  être  décomposé  en  deux 
facteurs  dont  l'un  soit  x  —  h,  l'autre  étant  un  polynôme  du  degré 
n  —  1  et  de  la  forme 

(43)     .T''-'-+{b-^a  +  \).v''-^+[b-+ab  +  a"- -\-  ,\  (/;  +  a)  4- B]^"-*h- 

Donc  le  polynôme  (4)  sera  le  produit  des  facteurs  linéaires  x  —  a, 
x  —  h  par  un  polynôme  du  degré  //  —  2.  En  continuant  de  la  même 
manière,  on  prouvera  définitivement  que  le  polynôme  (4)  est  le  pro- 
duit de  n  facteurs  linéaires  et  de  la  forme 


(V.) 


X  —  a,     X  —  h. 


i,     X  —  k 


par  un  polynôme  du  degré  zéro,  c'est-à-dir(»  par  une  constante;  et, 

OEnt-rcs  de  C.  —  S.  Il,  t.  IX.  I  7 
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comme  cette  constante  devra  se  réduire  au  coefficient  de  a;"  dans  le 
polynôme  (4),  par  conséquent  à  l'unité,  on  trouvera 

(45)  ^«-+-A^«-'-+-B^«--  +  ...  +  Ia'  +  K=(^  — a)(a:  — 6).  ..{j;  —  i){jc  —  k). 
Donc  l'équation  (i)  pourra  toujours  être  présentée  sous  la  forme 

(46)  {x—a){.T-ô)...{^-i){a^-/c)  =  o, 

a,  b,  . ..,  i,  k  désignant  n  constantes  réelles  ou  imaginaires.  Mais  on  a 
démontré  {voir  le  théorème  IV)  que  le  produit  de  plusieurs  facteurs 
imaginaires  ne  peut  s'évanouir  qu'autant  que  l'un  de  ces  facteurs  se 
réduit  à  zéro.  Donc  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  x,  propre  à 
vérifier  l'équation  (4^)»  coïncidera  nécessairement  avec  l'une  des  va- 
leurs de  X  déterminées  par  les  formules 

(47)  x  —  a^=o,         x  —  br=o,  ...,         x  —  i^=.o,         x  —  k^no, 

c'est-à-dire  avec  l'une  des  constantes  a,  b,  ...,  i,  k-,  et,  comme  cha- 
cune de  ces  constantes  est  évidemment  racine  de  l'équation  (4^),  on 
pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  X.  —  Quelles  que  soient  les  ixileurs  réelles  ou  les  ixdeurs 
imaginaires  des  coefficients  iV,  B,  ...,  1,  K,  l'équation  (i)  a  toujours 
n  racines  réelles  ou  imaginaires,  et  n'en  saurait  avoir  un  plus  grand 
nombre. 

De  plus,  on  déduira  immédiatement  de  la  formule  (4j)  cet  autre 
théorème  : 

Théorème  XI.  —  Si  Ton  désigne  par  a,  b,  c,  . . . ,  i,  k  les  n  racines  de 
l'équation  (i),  le  premier  membre  de  cette  équation  ou  le  polynôme  (4) 
sera  le  produit  des  facteurs  linéaires 

(48)  X  —  a,     X  —  b,      .  .  .,     X  —  i,     x  —  /:. 

Observons  encore  que,  si  l'on  développe  le  second  membre  de  l'é- 
quation (4^)»  elle  deviendra 

{  x'^-h  Xx^-^-i-Bx^-'-h.  '.  .-hlx -hK 
(  49  ) 

—  a;«  —  ( a  H- ^>  +  .  .  .  +  i  +  A-).r"-' 4- .  .  .  ih  «6 .  .  .  «A-, 
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et  que  l'on  tirera  de  la  formule  (\\)),  en  ayant  égard  au  théorème  VII, 


(r,o) 


a  4-  ^  H-  c  H-- .  .  .  +  i  H-  /»•  =  —  A , 

ah  +  ac  -^ . .  .  -t-  ai  -+-  a/>  -{-  bc  -[-...  -\-  bî  -k-  bh  +  ...  -\-  ik  =z:  B, 

> 

abc .  .  .i  -\-  abc ..  .k  -{-...-{-  bc ..  .iA  =zzii\, 
abc. .  .ikz=:±  K. 


Or  CCS  dernières  équations  comprennent  évidemment  un   théorème 
que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  XII.  —  Lorsque,  dans  une  équation  du  degré  n,  le  coefficieni 
du  premier  terme  est  réduit  à  l'unité,  les  coefficients  du  deuxième,  du 
troisième,  du  quatrième,  .  .  . ,  du  dernier  terme,  étant  pris  alternativement 
açec  le  signe  —  et  avec  le  signe  H- ,  sont  respectivement  égaux  à  la  somme 
des  racines,  ou  aux  sommes  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  ces 
racines  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc. ,  ou  enfin  au  produit  de  toutes  les 
racines. 

Lorsque  deux  ou  plusieurs  des  constantes  a,  b,  c,  ...  sont  égales 
entre  elles,  les  facteurs  linéaires  correspondants  deviennent  égaux,  et 
l'on  dit  que  l'équation  (i)  a  des  racines  égales. 

Lorsque,  dans  le  polynôme  (4),  les  coefficients  A,  B,  . . . ,  I,  K  sont 
réels,  alors,  en  substituant  successivement  dans  ce  polynôme  deux 
valeurs  de  x  imaginaires,  mais  conjuguées  l'une  à  l'autre,  par  exemple, 

(5i)  x—p  +  (j^/—i,  x=zp  —  q\l—i, 

on  obtient  évidemment  pour  résultats  deux  nouvelles  expressions  ima- 
ginaires, qui  sont  encore  conjuguées  l'une  à  l'autre  ou  de  la  forme 

(52)  i>4_Q^37,    i)_Q^/:r,, 

P,  Q  étant  des  quantités  réelles.  D'ailleurs,  pour  que  chacune  des  ex- 
pressions (52)  s'évanouisse,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  l'on  ail 

(53)  P  =  o,         Q  =  o. 
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Donc  ces  deux  expressions  ne  pourront  s'évanouir  l'une  sans  l'autre, 
et  si  l'équation  (i)  offre,  dans  l'hypothèse  admise,  une  racine  imagi- 
naire de  la  forme/?  -f-  q  sj  —  i,  elle  en  offrira  une  seconde  conjuguée  ii 
la  première  ou  de  la  forme  p  —  q  \l  —  i.  Dans  le  même  cas,  ceux  des 
facteurs  linéaires  a;  —  a,  x  —  h, .. .,  qui  correspondront  à  deux  racines 
imaginaires  conjuguées,  seront  eux-mêmes  conjugués  entre  eux  ou  de 
la  forme 

(54)  x—p  —  qsJ—K,  x—p-\-q\/—i, 

et  donneront  pour  produit  un  facteur  réel  du  second  degré,  savoir 

(55)  {x—pY-^q^-. 

Ces  remarques  fournissent  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  XIII.  —  .SV,  dans  l'équation  (i),  les  coefficients  A,  B,  ..., 
I,  Y^sont  tous  réels,  cette  équation  n'admettra  qu'un  nombre  pair  de  ra- 
cines imaginaires  qui,  prises  deux:  à  deux,  seront  conjuguées  l'une  à 
l'autre. 

Théorème  XIV.  —  Si,  dans  le  polynôme  (4),  les  coefficients  xV,  B,  . . . , 
I ,  K  sont  tous  réels,  ce  polynôme  sera  décomposable  en  facteurs  réels  du 
premier  ou  du  second  degré. 

Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  s'étendent  évidemment  à  l'équa- 
tion (76)  du  §  I  et  au  polynôme  qui  forme  le  premier  membre  de  cette 
équation,  c'est-à-dire  ii  tous  les  polynômes  dont  les  coefficients  sont 
réels,  et  aux  équations  qu'on  obtient  en  égalant  ces  polynômes  à 
zéro. 


§  VI.  —  Sur  la  détermination  des  fonctions  symétriques  des  racines 
d'une  équation  donnée 

(i)      .  J?«4- Ax'^-^4-B^'^-2-i-. .  .+  I^  +  K=  o, 

dans  laquelle  A,  B,  . . . ,  I,  K  désignent  des  constantes  réelles  ou  ima- 
ginaires. Si  l'on  nomme  a,b,  c,  . . . ,  h,  i,  k  les  racines  de  cette  équa- 


ET  SLR  LA  THÉORIE  DE  L'ÉLIMINATION.  133 

tion,  l'on  aura,  comme  on  l'a  prouvé  dans  le  §  V, 

a  +  b-\-c-^...-\-L-\'k-=^—  \y 

ah  -^  ac  -\- .  .  .-\-  ai  +  ak  +  bc  -^ .  .  .-^  hi  -+-  bk  -\- . .  .-{-  ik  =  R, 

(^)         '    ' 

I  abc.  .  .  f  -H  abc.  .  .k  +  .  .  .-\-  bc.  .  .  ik  =q=  I, 

'  abc...ik—±\i. 

Soit  maintenant  U  une  fonction  entière  de  chacune  des  racines  a,  h, 
c,  ...,i,  k,  qui,  comme  les  premiers  membres  des  équations  (2),  ne 
change  pas  de  valeur,  quand  on  échange  entre  elles  ces  mêmes  racines. 
U  sera  ce  qu'on  appelle  une/onction  symétrique  des  racines  de  ré(|ua- 
tion  (i),  et  l'on  pourra,  sans  résoudre  cette  équation,  déduire  la  valeur 
de  U  des  valeurs  supposées  connues  des  coefficients  A,  B,  C,  . . . ,  I,  K. 
On  y  parviendra  en  effet  très  aisément  à  l'aide  de  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  XV.  —  Soient  a,  b,  c,  ...  les  racines  supposées  inégales  fie 
l'équation  (i).  Concevons  de  plus  que  U  représente  une  fonction  symé- 
trique de  ces  racines,  et  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait  transformé 
U  en  une  fonction  entière  de  a,  du  degré  m,  savoir 

(3)  .'^a'«-h  01La'"-'  +  . .  .  +  rSa  -i-  G  :=  U, 

j^,  ,')1I,  ...,  >),  G  étant  de  nouveaux  coefficients  dont  les  valeurs  se  dé- 
duisent de  celles  des  coefficients  A,  B,  . . . ,  I,  K.  Si  l'équation  (3)  suh.sislr 
tandis  qu'on  y  remplace  la  racine  a  par  l'une  quelconque  des  racines  h, 
c,  d,  . . . ,  le  polynôme 

(4)  41a'"+ Orca"'-'-+-. .  .  +  ^« -hS, 

divisé  par  la  fonction 

(5)  a"-f- Art«-'  +  Ba'»-2-+-. .  .+  I^  +  K, 

fournira  un  reste  indépendant  de  a,  et  ce  reste  sera  précisément  la  valeur 
de\]. 

.    Démonstration.  —  En  etfel,  dans  l'hypothèse  admise,  chacune  des 
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racines  a,  h,  c,  d,  ...  de  l'équation  (i)  vérifiera  encore  la  formule 

(6)  4;^'"+Dll,r"'-»  +  .  .  .  +  ^^  +  G  =  U. 

D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par 

le  reste  de  la  division  du  premier  membre  de  la  formule  (G)  par  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (r),  la  formule  (6)  se  réduira  simplement 
il  la  suivante 

Or  cette  dernière  ne  pourra  être  qu'une  équation  identique,  en  sorte 
({u'on  aura  nécessairement 

(9)  •  l.  —  o,         f^  =  o,         ...,         ç  =  o 
et 

(10)  T=U. 

Car,  s'il  en  était  autrement,  la  formule  (8)  serait  une  équation  d'un 
degré  inférieur  à  n,  et  pourtant  elle  admettrait  Ji  racines  a,  b,  c,  cl,  ..., 
ce  qui  serait  contraire  au  théorème  X.  Donc,  en  divisant  le  premier 
membre  de  l'équation  (G)  par  le  premier  membre  de  l'équation  (i) 
et,  par  conséquent,  le  polynôme  (4)  par  le  polynôme  (5),  on  obtiendra 
un  reste  t  indépendant  de  x  ou  de  a,  et  ce  reste,  en  vertu  de  la  for- 
mule (10),  sera  précisément  la  valeur  de  U. 

Pour  montrer  le  parti  qu'on  peut  tirer  du  théorème  XV',  concevons 
d'abord  que  l'équation  (i)  soit  du  second  degré,  et  se  réduise  à 

(lO  ^-  +  Ax  +  R  =  o. 

Les  deux  racines  «  et  />  de  cette  équation  vérifieront  la  formule 

(12)  a  +  bz=z  —  k; 

et,  si  l'on  désigne  par  U  une  fonction  symétrique  de  ces  racines,  il 


ET  SUR  LA  THEORIE  DE  L'ELIMINATION.  13o 

suffira  de  subslituor  à  la  racine  h  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (12), 
savoir 

(i3)  6  =  —  a  —  A, 

pour  changer  U  en  une  fonction  entière  de  la  seule  racine  a.  Soit 

(3)  .'^a'« +OrL «'"-'-+-.  ..-f-.S«  +  G  =  U 

la  fonction  entière  dont  il  s'agit.  L'équation  (3)  continuera  évidem- 
ment de  subsister,  ainsi  que  la  formule  (12),  tandis  que  l'on  échan- 
gera entre  elles  les  racines  a  et  b.  Donc,  si  ces  racines  sont  inégales, 
le  polynôme  (4),  divisé  par  le  trinôme 

(14)  cC-  +  pa-^q, 

fournira  (en  vertu  du  théorème  XV)  un  reste  indépendant  de  «,  et  ce 
reste  sera  précisément  la  valeur  de  U. 

Il  est  bon  d'observer  que,  en  substituant  dans  U  la  valeur  de  h  tirée 
de  la  formule  (12),  on  obtient  pour  résultat  le  reste  auquel  on  par- 
viendrait en  divisant  U  considéré  comme  fonction  de  h  par  le  trinôme 

Donc,  pour  calculer  la  valeur  d'une  fonction  symétrique  U  des  racines  «, 
h  de  l'équation  (i  i),  supposées  inégales,  il  suffit  de  diviser  :  1°  U  (;on- 
sidéré  comme  fonction  de  h  par  le  trinôme  (i^);  2"  le  reste  de  la  divi- 
sion considéré  comme  fonction  de  a  par  le  trinôme  (i4).  Le  nouveau 
reste,  ainsi  déterminé,  sera  précisément  la  valeur  cherchée  de  U. 

Concevons  maintenant  que  l'équation  (r),  étant  du  troisième  degré, 
se  réduise  à 

(16)  ^•»4-Aa:-^4-IÎ^  +  C  =  o; 

et  soient  a,  h,  c  les  trois  racines  de  cette  équation  supposées  inégales 
entre  elles.  On  aura  identiquement 

('7)  rt»+ Art^+Ba  +  C  — o 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

C=3— a'-A«^— Ba 
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et,  par  suite, 

.r*  H-  A  ^'  -1-  B  ^  H-  C  =:  ^'  —  «^  +  A  (  :c-  —  «-  )  4-  B  (  J7  —  a  ) 

=  (.37  —  «)  [.r-+  (a  H-  A)a^  +  (a^  + A«  H-  B)]. 

nonc,  l'équation  (iG)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(i8)  {x  —  a)  {x-~\-  {a  +  i\.)x  +  («-+  Aa  H-  B)]  =  o, 

et  celle  qu'on  obtiendra  en  la  divisant  par  x  —  a,  savoir 

(19)  ^^+ (a  +  A).3?4- (a-  + A«  4-B)  =  0, 

aura  pour  racines  b  et  c.  Cela  posé,  soit  U  une  fonction  symétrique 
des  racines  a,  b,  c  de  l'équation  (16).  Puisque  l'équation  (19)  est  du 
second  degré  seulement,  on  déterminera  sans  peine  la  valeur  de  U  con- 
sidéré comme  fonction  symétrique  des  racines  b  et  c,  par  la  méthode 
que  nous  avons  appliquée  à  la  détermination  des  fonctions  symétriques 
des  racines  de  l'équation  (11).  On  y  parviendra,  en  effet,  en  divisant  U 
considéré  comme  fonction  de  c  par  le  polynôme 

(20)  c  -+-  Z>  +  a  -h  A, 

puis  le  reste  considéré  comme  fonction  de  b  par  le  polynôme 

(2O  Z*2^(a  +  A)Z^  +  a'+Aa  +  B. 

J.e  reste  de  la  nouvelle  division  sera  une  fonction  entière  de  a,  qui, 
divisée  elle-même  par  le  polynôme 

(22)  «^H- A(2--}- Ba  +  C, 

fournira  un  troisième  reste  indépendant  de  a;  et  ce  troisième  reste 
sera  la  valeur  cherchée  de  U. 

11  est  important  d'observer  que,  pour  obtenir  les  polynômes  (22), 
(21),  (20J,  il  suffit  :  i*^  de  poser  x  =^  a  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée,  c'est-à-dire  dans  la  fonction 

(23)  x^  +  kx'-^Hx  +  C; 

2"  de  retrancher  le  résultat  ou  le  polyncyne  (^2)  de  la  fonction  (23), 


ET  SUR  LA  THEORIE  DE  L'ELIMINATION.  137 

de  diviser  le  reste  par  x  —  a,  et  de  remplacer,  dans  le  quotient  ainsi 
formé,  savoir 

(24)  J72+ (rt -f- A).r  +  a^-h  Aa -f-B, 

la  variable  x  par  la  lettre  h\  3"  de  retrancher  le  nouveau  résultat  ou  le 
polynôme  (21)  de  la  fonction  (2^),  de  diviser  le  reste  par  .x-  —  />,  et  de 
remplacer,  dans  le  quotient  ainsi  formé,  savoir 

(25)  X  -\-  b  +  a  -^  k, 

la  variable  x  par  la  lettre  c. 

Concevons  encore  que  l'équation  (i),  étant  du  quatrième  degré,  se 
réduise  à 

(26)  ^^4- A^^+Baj2+Cx  +  D  =  o, 

et  soient  a,  h,  c,  d  les  quatre  racines  de  cette  équation,  supposées  iné- 
içales  entre  elles.  On  aura  identiquement 

(27)  .  a*+ A«^H- Ba--+- Ca  +  I)  1=  o 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

I)  :^ — d* — ko? — Ba- — Ca, 
et,  par  suite, 

.r*+A^»4-B.r2+C^  +  I) 

=  œ'*  —  à*  ^  k^x^  —  o^)  +  \\{x^ ^  a^)  -\-  {l{x  —  a) 

=  {x  —  a)  [j73_,_  (a  +  k)x^--\-  (a--t-  A«  +  B) j"  +  (a^+  Aa^^-  \\a  ^  C)]. 

Donc  l'équation  (26)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(28)  (J'  — a)[^3+(a  + A)j:2+(«2  + A«4-B).r4-(rt'-'-+-Art2  +  Brt  +C)]=:o,' 
et  celle  qu'on  obtiendra,  en  la  divisant  par  j^  —  «,  savoir 

(29)  .r»+  {a  4-  k)x''-\-  (a-+  ka  +  \\)x  4-  {a} ^  ka- ^  Ba  +  C)  —  o, 

aura  pour  racines  h,  c  et  d.  (^ela  posé,  soit  U  une  fonction  symétricjuc 
des  racines  a,  h,  c,  d  de  l'équation  (2G).  Puisque  l'équation  (29)  est 
(lu  troisième  degré  seuleuiejit,  on  déterminera  sans  peine  les  valeurs 

OF.iivres  de  C—  S.W,  \.\X.  l8 
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.  (le  U  considéré  comme  fonction  symétrique  des  racines  h,  c,  d  par  la 
méthode  que  nous  avons  appliquée  à  la  détermination  des  fonctions 
symétriques  des  racines  de  l'équation  (iG).  On  y  parviendra,  en  effet, 
en  divisant  U  considéré  comme  fonction  de  <ipar  le  polynôme 

(  3o  )  <:/  +  c  4-  6  +  «  H-  A , 

puis  le  reste  considéré  comme  fonction  de  c  par  le  polynôme 

(3i)  c--i- (6  H- a-h  A)c  4- ^-  +  «6  +  «24- A(^>  +  a)  +  R, 

puis  le  nouveau  reste  considéré  comme  fonction  de  b  par  le  polynôme 

(32)  Z,^4-(a  +  A)/>24-(«-+Aa  +  R)è  +  (a^+Aa^+Rr7  +  C). 

Le  troisième  reste,  que  l'on  trouvera  en  opérant  comme  on  vient  de  le 
dire,  sera  une  fonction  entière  de  a,  qui,  divisée  elle-même  par  le 
polynôme 

(33)  «i+Aa^^-Ra^+O  +  D, 

fournira  un  (juatrième  reste  indépendant  de  a;  et  ce  quatrième  reste 
sera  la  valeur  cherchée  de  U. 

Il  est  important  d'ohserver  que,  pour  obtenir  les  polynômes  (33), 
(32),  (3i),  (3o),  il  suffit  :  1°  de  poser  x  =^a  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  proposée,  c'est-à-dire  dans  la  fonction 

(34)  ^*_^Aa^»4-Ra72+C^  +  I); 

li"*  de  retrancher  le  résultat  ou  le  polynôme  (33)  de  la  fonction  (34), 
de  diviser  le  reste  par  x  —  a,  et  de  remplacer,  dans  le  quotient  ainsi 
îormé,  savoir 

(35)  .37'4- (a  4- A)a72H- (a^-h  Aa  4- R);^' -f- (rt^4- Aa-H- Ra  4- C), 

ia  variable  x  par  la  lettre  h-,  3"  de  retrancher  le  nouveau  résultat  ou  le 
polynôme  (82)  de  la  fonction  (35),  de  diviser  le  reste  par  x  —  h,  et  de 
remplacer  dans  le  quoti(;nt  ainsi  formé,  savoir 

(36)  x''-+{b-\-a  +  k)x-  +  b''-^ab-^à^-^k{a-^b)  +  \^, 
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la  variable  x  par  la  lettre  c;  4"  tlo  retrancher  le  dernier  résultat  ou  le 
polynôme  (3i)  de  la  fonction  (36),  de  diviser  le  reste  par  x  —  c,  et  de 
remplacer,  dans  le  quotient  ainsi  formé,  savoir 

( 3; )  .t;  +  c  4-  Z»  +  a  H-  A, 

la  variable  x  par  la  lettre  d. 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  parviendra  généralement  à 
déterminer  les  fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équation  de 
degré  quelconque,  et  l'on  établira  sans  peine,  à  ce  sujet,  le  théorème 
que  nous  allons  énoncer  : 

Théoiième  XVI.  —  Soient  a,  h,  c,  d,  .  •  • ,  h,  i,  k  les  racines  de  l'équa- 
tion (i), 

(38)  P=:^«  + A^«-'  +  Bj:'»-2-i-. . .+ I^-4-K 

le  premier  membre  de  celte  équation,  et  U  une  fonction  symétrique  des 
racines  a,  h,  c,  . . . ,  h,  i,  k.  Soient  de  plus 

(39)  •  Ao,     m,,     3,      ...,     /),     .\     ÎK 

les  polynômes  dans  lesquels  se  transforment  :  i"  la  fonction  P  quand  on 
'posex  =  a;  'i'' la  fonction 

(40)  0=^ 

u  —  a 
quand  on  pose  x  =  b;  3"  la  fonction 

quand  on  pose  x  =  c;  4"  la  fonction 

R  —  O 

X  —  C 

quand  on  pose  x  =  d,  etc.  Pour  déterminer  la  valeur  de  ta  fonction  symé- 
trique U,  il  suffira  de  diviser  :  i°  U  considéré  comme  fonction  de  k  par  le 
polynôme 

(  43  )  cK  — -  A-  +  f  +  //  +  .  ,  .  4-  c  -f-  Z>  4-  a  +  A  ; 
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'2^  le  reste  considéré  comme  fonction  de  i  par  le  polynôme 


(44) 


-i-  hb  -^  ha  -^- .  .  . -\-  ba  -^  A{i  -+-  h  -+- . .  .  +  b  -\-  a)  -^  B ; 


3^  le  nouveau  reste  considéré  comme  fonction  de  h  par  le  polynôme 

5  =  h'  +  ---, 

etc.  Les  différents  restes  ainsi  obtenus  seront  indépendants,  le  premier  de 
la  racine  k,  le  second  de  la  racine  i,  le  troisième  de  la  racine  /z,  etc.,  et  le 
dernier  de  tous  sera  précisément  la  valeur  cherchée  de  U. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  il  semble,  au  premier  abord, 

qu'on  devrait  restreindre  le  théorème  XVI  au  cas  où  les  racines  de 

l'équation  (i)  sont  inégales  entre  elles.  Mais  on  doit  observer  que,  en 

dernière  analyse,  la  valeur  de  U,  déduite  de  ce  théorème,  sera  une 

fonction  des  coefficients  A,  B,  . . . ,  I,  K;  et  même  une  fonction  entière, 

puisque,  dans  chacun  des  polynômes  DC,  ^^  /j,  . . . ,  le  premier  terme  a 

pour  coefficient  l'unité.  Désignons  par  t)  cette  fonction  entière.  La 

formule 

U  =  t) 

subsistera  lorsque  les  racines  a,  b,  c,  ...,  h,  i,  k  seront  inégales, 
quelque  petites  que  soient  d'ailleurs  les  différences  de  ces  racines. 
D'autre  part,  on  pourra  faire  varier  les  coefficients  A,  B,  . . . ,  I,  K  par 
degrés  insensibles,  et  de  telle  manière  que  deux  ou  plusieurs  de  ces 
différences  s'approchent  indéfiniment  de  la  limite  zéro;  et,  comme  la 
formule  U  =  o  continuera  de  subsister  dans  cette  hypothèse,  il  est 
clair  qu'elle  sera  encore  vraie  au  moment  où  les  différences  dont  il 
s'agit  s'évanouiront,  c'est-à-dire  au  moment  où  des  racines  de  l'équa- 
tion (i)  deviendront  égales  entre  elles.  Donc  le  théorème  XVI  s'étend 
au  cas  même  où  cette  équation  offre  des  racines  égales. 

Il  est  bon  d'observer  encore  que  les  polynômes  d^,  5,  /j,   ...,  a, 
ii'o,  X  sont  précisément  ce  que  deviennent  les  premiers  membres  dés 
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équations  (2)  présentées  sous  les  formes 

I  \  -^  a  -h  b  -\-  c  +  .  .  .  -h  i  +  k  =r  o, 

\  H  —  ah  —  ac  —  .  .  .^  ai—  ak  —  bc  —  ...  —  bi  —  bk  —  .  .  .  —  ik  =z  o. 


(45) 


I  ±1  ( abc .  .  .  /  +  abc .  .  .  k  + .  .  .-\-  bc .  .  .ik)  ■=^  o, 
K  qi  abc . .  .ik  =  o, 


quand  on  substitue  dans  la  seconde  la  valeur  de  k  tirée  de  la  première, 
dans  la  troisième  les  valeurs  de  k  et  de  i  tirées  des  deux  premières, 
dans  la  quatrième  les  valeurs  de  k,  i,  h  tirées  des  trois  premières,  etc. 
Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  suppose  x  =  ^,  les  équations  (4^)  devien- 
dront 

1A-Jra-{-b  +  c-hd=zo, 
il  —  (ab  -+  ac  +  ad  -^  bc  -+-  bd  -\-  cd)  =  o, 

(46) 

G  -h  abc  H-  abd  -h  acd  H-  bcd  zzz  o, 


C  —  abcd z:^  o; 
et  l'on  tirera  de  ces  équations,  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire. 

f  A  +  a  -i-  6  H-  c  +  6?  =  o, 

\  B  -{-  A{a  ^  b  -{-  c)  +  a- -\-  b-  -h  c- -\-  ab  -\-  ac  -h  bc  =  o, 

(47)       ' 

lC+'[i{a-hb)  +  A{a^-}-ab-^b^)-ha'-ha'-b-hab--hb'—-o, 

\  D -(- Ca -v- Ra- -H  Art'H- a^==o. 

Or  les  premiers  membres  des  formules  (47)  se  réduisent  évidemment 
aux  polynômes  (3o),  (3i),  (32)  et  (33).  Ajoutons  que,  au  lieu  de  di- 
viser successivement  la  fonction  symétrique  U  par  les  polynômes 

i-K,    -\    <),    ...,    a,    m,,    .1-, 

on  peut  éliminer  l'une  après  l'autre  les  lettres  X-,  i\  h,  ...,  c,  ù,  a  de 
cette  même  fonction  à  l'aide  des  formules 

(  48  )        cK  =  o,  c")  rr  o,  ,'j  =  O,  .  .  . ,  S  =:  O,  Hl)  ~  O,  ,^1,  — :  <>. 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'aide  des  formules  (4^)- 
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Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons  d'éla- 
blir,  prenons 

(49)  \}  =  b''c+bc''+c^-a  +  ca^-ha^-b-\-ab^, 

a,  h,  c  étant  les  trois  racines  de  l'équation  (i6)  que  nous  réduirons  à 

(50)  ^^+ Ba:4- C=:o, 

en  supposant,  pour  abréger,  A  =  o.  Alors,  pour  déterminer  la  valeur 
de  la  fonction  symétrique  U,  il  faudra  diviser  successivement  le  se- 
cond membre  de  l'équation  (49)  par  les  polynômes  (20),  (21),  (22), 
ou  plutôt  par  les  suivants 

(5i)  c  ^  b -\- a,     Z>^+ aÔH- a-+B,     a^+Ba  +  C, 

considérés,  le  premier  comme  fonction  de  c,  le  second  comme  fonction 
de  h,  le  troisième  comme  fonction  de  a.  En  d'autres  termes,  il  fiuidra 
poser,  dans  l'équation  (49)  •*  t° 

(52)  •  c  —  —b  —  a; 

(53)  ^        ^2+a^,— —  a2_j3. 

3«  . 

(54)  ai+^a=—C. 
Or,  en  opérant  de  cette  manière,  on  trouvera 

(55)  \]  =  ^ab{a-^  b)=—?>a{a'-+\i)  =  2>C. 
On  aura  donc 

(56)  b^c  -\-  bc-'A-  c^a+  ca^-A-  a^'b  '\-  ab^=?>C,        ■   ' 

ce  qui  est  exact. 
Prenons  encore 

(57)  U  =  (a  +  /^)(a  +  c)  (a  +rf)(6  +  c)(^  +  ^)(c  +  <i), 
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a,  h,  c,  r/ étant  les  quatre  racines  de  l'équation  (2G)  que  nous  rédui- 


rons a 

(58) 


^'*+B^2+Cj:-f-I) 


o, 


en  supposant,  pour  abréger,  A  =  o.  Alors,  pour  (iéterminer  la  valeur 
de  la  fonction  symétrique  U,  il  faudra  diviser  successivement  le  second 
membre  de  l'équation  (jy)  par  les  polynômes  (3o),  (3i),  (32),  (33), 
ou  plutôt  par  les  suivants 


(^9) 


cl-\-  c  +  h  -^^  a,     c-  H-  (  ^  +  «)  c  -\-  h- -+-  ab  -\-  a- -~- \i , 


I   b"^  +  ab- -\- a- b  +  a^ -^  W  {a 


C,     a'*-]^\ia''+(:a  +h. 


considérés,  le  premier  comme  fonction  de  d,  le  second  comme  fonction 
de  c,  le  troisième  comme  fonction  de  b,  le  quatrième  comme  fonction 
de  a.  En  d'autres  termes,  il  faudra  éliminer  successivement  de  l'équa- 
(ion  (jy)  les  quatre  lettres  d,  c,  h,  a,  à  l'aide  des  formules 


(60) 


c-  4-  ^-  +  rt-  H-  Z>c  +  ca  +  (7&  +  B  ==  o, 

(  ^  H-  a  )  (  />^  +  a-  +  B  )  +  (]  =  o, 
«^  H-  B  a- +  C<7  4-  D  =:  o. 


Or,  en  opérant  ainsi,  on  trouvera 

(61)  \J  =—  [{a  -{-  b)  {a  ^  c)  {b  -^  c)]^:=—  [(a  +  b)  {a'- +  b' -\- \\)Y  —  -  C-. 

On  aura  donc 

(62)  {^a  +  b){a  +  c){a-^d){b  +  c){b-^  d)  (c-hd)——  O; 

ce  qui  est  exact.  Nous  remarquerons  que,  dans  cet  exemple,  l'opéra- 
tion se  termine  après  la  troisième  division,  en  sorte  qu'on  est  dispensé 
de  recourir  à  la  dernière  des  formules  (Oo).  Des  simpliticalions  du 
même  genre  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de  cas,  et  il  [)ent 
même  arriver  (jue  l'opération  se  termine  après  la  premii're  on  la 
seconde  division.  Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  suppose 


(63) 


\]  =  a'^b'+c'--\-...-h/r-+î'-h  A-, 
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a,  h,  c,  . . .,  h,  i,  k  étant  les  racines  de  l'équation  (i),  il  suffira  do  di- 
viser successivement  U  par  les  polynômes  (43)  et  (44)»  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  d'éliminer  les  deux  lettres  k  et  i  de  la  fonction  U  à 
l'aide  des  deux  formules 

pour  obtenir  la  valeur  de  cette  fonction.  On  trouvera,  en  etfel, 

U  =  «2  _^  //- +  c- + .  . .  +  A- +  i^  +  (  A  +  «  4-  ^>  +  c  +  .  .  .  H- /i  4- 0^ 
—  A^+'iC--)  — R):=A^-2R, 

et,  par  conséquent, 

(65)  a-''+b--^c'-  +  ...+  li^-\-  r-+  /f-r=  A^—  2R; 

ce  qui  est  exact. 

Le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines  de  l'équa- 
tion (i),  combinées  deux  à  deux  de  toutes  les  manières  possibles,  est 
évidemment  une  fonction  symétrique  de  ces  racines.  Or  il  est  facile  de 
déterminer  la  valeur  de  cette  fonction  par  les  méthodes  ci-dessus  déve- 
loppées. En  effet,  supposons  d'abord  ji  —  i,  et 

a,  h  étant  les  deux  racines  de  l'équation  (ii).  Alors,  pour  détermin<>r 
U,  il  suffira  d'éliminer  successivement  de  la  formule  (GG)  les  deux  let- 
tres «  et  ^  à  l'aide  des  deux  équations 

(67)  j)^a  +  K  —  o,         rt2+A«-(-B  =  o. 
Or  on  trouvera  ainsi 

(68)  U  =  (2«  +  A)^=:A2+4(a2  +  Aa)  =  A^— 4R. 
On  aura  donc 

(69)  {a-by-z^k'--^\l; 

ce  qui  est  exact. 


ET  SUR   L\  THEOHIE   DE   L  ELIMINATION.  li.ï 

Supposons,  en  second  lieu,  n  =  3  et 

(70)  []  =  {a—  Of{a—cY{f}  —  c)K 

Comme  b  et  c  seront  les  deux  racines  de  l'équation  (19),  on  aura  iden- 
tiquement 

(71)  (.c  —  h)  {^  —  c)=z  .r-4-  {a  -+-  A).r  +  a^-+-  \a  -+-  H 
e(,  par  suite, 

(72)  (a  — b){a  —  c)  =  3a^+'.i\a  +  \^■, 

j)uis  on  (conclura  de  la  formule  (()9),  en  y  remplaçant  :  j"  a  et  h  [)ar 
h  et  c;  2"  A  et  B  par  a  +  A  et  a'-  -h  Xa  -+-  B, 

(78)     {h  —  c)2=  (a  +  A)^—  4(a'+  A«  +  B)  =  A^-  4  \\  —  iS.a-  3«^ 

Cela  posé,  la  formule  (70)  donnera 

(74)  U  =  (3a-^+2A«  +  B)2(A2— 4H  -iîArt  — 3«^). 

Si,  maintenant,  on  divise  le  second  membre  de  l'équation  (74)  pjn'  !<' 

polvnùme 

«^+ A«2  4_nrt4_(;, 

le  reste  sera  indépendant  de  a  et  offrira  la  valeur  cherchée  de  l".  On 
peut  aussi  obtenir  cette  valeur,  en  éliminant  la  lettre  a  de  la  for- 
mule (74)»  îi  l'aide  de  l'équation 

(17)  «•'+ Aa^+ Hrt  + C  — o. 

Or,  en  ayant  égard  à  l'équation  (17),  on  trouvera 

(3«-^4-  2Aa  +  B)-'=:  (A^—  3B)a2+  (AB  -  (jC)^  +  B^'—  3A(: 

cl,  j)ar  suite, 

(70)   i:  =  [ir—  3AC  4-  (AB  -  9C)a  -h  (A^—  3B)a^]  (  A^—  4B  —  i.Ka  -  3^/-); 

puis,  en  développant  le  second  membre  de  la  formule  (7")),  et  rempla- 
çant r/ '  par  —  Art"  —  \\a  —  (],  «*  par 

—  Aa^»— Hrt^— Ca  =  (A-^— B)a*+(AB  — C)rt-+-AC 

OEiwres  de  T.  —  S.  II.  l.  IX.  I9 
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ou,  ce  qui  revient  stru  même,  a"  par  AC,  «'  par  —  C,  a^  et  a  par  zéro,  on 
aura 

;  u--r:(R2-3AC)(A2-4B)  +  (AB-9C)3C-AC(A2-3R) 
^  I      =:A^R-  — 4A^C-4B3-27C2+i8ARC. 

On  trouvera  donc  définitivement 

(^^)   (a _  by {a - cy-{b  —  cy-  =  \.-w  —  ^k.^c  —  4B'—  27C2  +  iSABC. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  A  =  o,  l'équation  (73)  se  réduit  à 
U  =  (3Ra2+9Ca  — B2)(3a2H-4B); 

puis  on  en  tire,  en  développant  le  second  membre,  et  remplaçante^  par 
—  C,  a,  a}  et  a"  par  zéro, 

(78)  U=:-4B'—  27C' 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(79)  {a—by{a  —  cy{b  —  cy  —  —  (^^^'—1-)0. 

Cette  dernière  équation  détermine  le  produit  du  carré  des  différences 
entre  les  racines  de  l'équation  (5o).  On  peut  d'ailleurs  très  aisémeni 
revenir  de  la  formule  (79)  à  la  formule  (77V  En  effet,  si,  dans  l'équa- 
tion (16),  on  pose 

A 

(80)  x-=.z—  ^, 

elle  deviendra 

,      /t.      A^X         ^       RA       2A5 

(81)  ^3+(^B-^j.  +  C--3-  +  —  =0. 

\  V 

Or,  les  racines  de  cette  dernière  étant  évidemment  «+3-'  ^^+3^' 

<?-+-  -7»   le  produit  des  carrés  des  différences  entre  ces  racines  sera 

toujours 

{a  —  by{a  —  cy{b  —  cy; 

et,  comme  l'équation  (81)  est  semblable  à  l'équation  (5o),  on  tirera 
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do  la  formule  (79),  en   remplaçant  dans  le  second  membre  B  par 

Tj        A^       ,  ,.  '       BA        9.A^ 

B  —  -iT-  )  et  L  par  L ^  h-  - —  > 

3  ^  3  27 

/  A'^\^  /  R4         oA^X^ 

(82)  {a-bria-cy(0-c)^  =  -filB~^^~j  _  ayj^C  - -3- +  -^  j  . 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  les  formules  (77)  et  (82)  sont 
identiques. 

Des  calculs  semblables  à  ceux  qu'on  vient  de  faire  fourniraient  géné- 
ralement la  valeur  de  la  fonction  symétrique 

(83)  \]  =  {a-hy{a  —  c)\..(a~iy-{a~-ky{b  —  cy...(b  —  i)^b  —  ky...(i-k)\ 

c'est-à-dire  le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines  a, 
b,  c, .,.,  h,  i,  k  de  l'équation  (i).  On  doit  même  remarquer  que  ce  pro- 
duit pourra  être  immédiatement  exprimé  en  fonction  de  a,  si  l'on  sait 
déjà  former  le  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines 
d'une  équation  du  degré  n  —  \.  En  effet,  comme,  en  divisant  par  x—a 
l'équation  (i)  présentée  sous  la  forme 

(84)  .r«— a«4- A(^"-'  — a"-')  +  B(a;''-2+  a''-^)  +. .  .+ 1(0- —  «)  =  o, 
on  obtient  la  suivante 

(  ^''-»-+-(a  + A)j7«-2+  (a2-+_  Aa-t-  B)^''-'  +  . .. 
(85) 

(  -4-a"-i-+- A«''-2+Ba''-5  +  . .  .4-1=10, 

dont  les  racines  sont  h,  c,  ...,  /,  k,  on  aura  identiquement 

(  {x  —  b)  {.X  —  c) .  . .  {.V  —  i)  (,r  —  /.-) 
(86)  ^ 

(       =::^"->4-(a  +  A)^«-2+  (rt^+A«-hB)^«-3-l-...+  a«-'  +  Aa"-*-+-Ba'»-^+...+  I 

et,  par  suite, 

_  (    {a~b){a-c)...{a-i){a-A) 

^  \        =««'»-»  + (n  —  i)Ar/''-2-+- (« —  2)Ba''-'  +  ..  .4-1. 

D'autre  pari,  si,  étant  donnée  une  équation  du  degré  /t  —  i ,  on  sait 
calculer  la  fonction  entière  des  coefficients  qui  représente  le  produit 
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(lu  carré  dos  différences  entre  les  racines,  on  aura  encore 

(88)  ^o  —  cy-...{h-~iy-{h-/c)\..{i-ky-=Y, 

V  désignant  une  fonction  entière  des  coefficients  que  renferme  l'équa- 
(ion  (85),  et  par  conséquent  une  fonction  entière  de  a.  Gela  posé,  l'é- 
quation (83) donnera 

(89)  U  =  V[na'»-i+(«  — i)A«"-2+(/i  — 2)Ba"-34-...+  2Ha  +  l]^ 

Si  maintenant  on  divise  le  second  membre  de  la  formule  (89)  par  le 
polynôme 

(5)  rt"4-  Aa«-»  +  Ba"-2  + .  . .  +  Ha^  +  !«  +  K, 

le  reste  sera  indépendant  de  a  et  offrira  la  valeur  cherchée  de  U.  On 
peut  aussi  obtenir  cette  valeur  en  éliminant  la  lettre  a  de  la  for- 
mule (89)  à  l'aide  de  l'équation 

(90)  «"  + Aa"-^4-Ba"--  +  .  .  .  +  lIa-^-Ia  +  K  =  o. 

11  est  bon  d'observer  que  le  produit  des  carrés  des  différences  entre 
les  racines  de  l'équation  (i)  ne  peut  s'évanouir  à  moins  que  cette  équa- 
(ion  n'admette  des  racines  égales.  Dans  le  cas  contraire,  ce  produit  se 
réduira  toujours  à  une  fonction  entière  des  coefficients  A,  B,  C,  . . . , 
1,  K;  par  conséquent,  si  ces  coefficients  offrent  des  valeurs  numériques 
entières,  celle  du  produit  en  question  sera  elle-même  un  nombre 
entier,  et,  si  on  la  désigne  par  0b-,  x  étant  une  quantité  positive,  on 
aura 

(91)  dX^lj. 

On  peut  encore,  ii  l'aide  des  principes  que  nous  venons  d'ex- 
poser, calculer  aisément  le  premier  membre  d'une  équation  qui 
aurait  pour  racines  les  diverses  valeurs  d'une  fonction  entière  des 
racines  a,  b,  c,  , . . ,  i,  k  de  l'équation  (i),  puisque  ce  premier  membre 
sera  toujours  une  fonction  symétrique  de  a,  b,  c,  . , . ,  i,  k.  Cela  posé, 
si  l'équation  (r)  est  du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  on  ramènera 
facilement  sa  résolution,  dans  le  premier  cas,  à  celle  d'une  équation 
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(lu  troisième  degré,  dans  le  second  cas,  à  la  résolution  d'une  équation 
binôme  du  même  degré.  Supposons,  par  exemple,  que  l'équation  (i), 
élant  du  quatrième  degré,  se  réduise  à  la  formule  (58).  Pour  la  ré- 
soudre, il  suffira,  comme  l'on  sait,  de  déterminer  les  trois  valeurs  que 
peut  acquérir  la  fonction  (a-hb  —  c  —  df  lorsqu'on  échange  entre 
elles  les  quatre  lettres  a,  h,  c,  d.  Or  ces  trois  valeurs,  savoir 

(92)  {a-+-b  —  c  —  dy\     {a  —  h  -\-c  —  d)-,     {a  —  b  —  c -h  dy, 

seront  les  trois  racines  de  l'équation  auxiliaire 

(93)  [z  —  {a  -\-  b  —  c  —  df][z  —{a  ~  b  +  c  —  dy-llz  —  ia  —  b  —  c-}-dy'\^o, 

({ui  offrira  pour  premier  membre  une  fonction  symétrique  de  a,  h, 
c,  d.  Désignons  par 

le  polynôme  que  l'on  obtient  en  développant  ce  premier  membre.  Le 
polynôme  (94)  et,  par  suite,  ses  trois  coefficients  U,  V,  W  seront  des 
fonctions  symétriques  de  «,  h,  c,  d.  On  trouvera  d'ailleurs,  en  ayant 
égard  aux  formules  (Go), 

(9.5)  )       ^[z  —  {a  +  b-c-dy-][z-{a-b^c-dY][z-{a-b-r  +  dy\ 
I      =[z-  ^{a  +  by][z  -  .\{a  -^  cy][z  -  ^{b  +  cyi 

puis  on  en  conclura 

(96) 


^  V=-fi[{a-\-by-\-{a  +  cy'i-{b+cy] 

\       =—S{c^'T-b''+a''+bc-{-ca  +  ab)--=Sli, 


î  \ 


V  =  16  j  (a  +  ^*)'' [(a  4- c)-+ (^>  +  c)2]  +  [(a  +  c)  (6  +  c)]^  I 
^  ,6  i  _  («  4- ^)' [(« -h  ^)^4- 2B]  4- (a«-+- 6*+ B)2  j 

=  i6[B='+4(«'  +  BrtM-(:a)]  =  i6(B--41>), 

j  ^^=.  —  (S\[{a-\-b){a-^c){b  +  c)Y 


(98) 


Donc  l'équation  auxiliaire  deviendra 

(99)  ^»  +  8Bc*+  iG(B'-  /,D)^  -  64C»:=o. 
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Supposons  cette  dernière  équation  résolue,  et  désignons  par  z■^,  Z2,  z^ 
ses  trois  racines.  Soient  de  plus  u,  v,  w  trois  expressions  propres  ii 
vérifier,  non  seulement  les  formules 

(100)  «2  =  5i, 

(101)  (•«   =r5.2, 

(102)  \V^=Zi, 

desquelles  on  tire  m-ç^-(v^  —  ^i^a^a  =  64G%  iww  =  ±:  8G,  mais  encore 
la  condition 


(io3) 

UIHV=SC. 

Alors,  si  l'on  prend 

(io4) 

a-h  b  —  c  —  d  T=z  u. 

(io5) 

a  —  h  -h-  c  —  c?:r=r, 

on  devra  prendre  aussi 

(106)  a  —  b  —  c-{-dr:^w, 

attendu  que  Ton  aura 

(  {a  +  b  —  c  —  d){a  —  Z>  +  c  —  d){a  —  b  —  c -{- d) 
^^^'^'  {       —  8(a-t-6)(a4-c)(^>4-c)=-8(a  +  6)(a2  4-6M-B)  =  8C, 

et,  par  conséquent, 

(108)  {a  +  b  —  c  —  d)  {a  —  b  -+-  c  —  d)  {a  —  b  —  c  -{-  d)  =:  uviv. 

Si  maintenant  on  combine  les  formules  (io4),  (io5),  (loG)  avec  la 
première  des  formules  (Go),  on  en  déduira 

(109)  a  =  — -^ ,      b  z=i ,      c=z- ,      d 


4  4 

Observons,  au  reste  :  i^  que  des  valeurs  de  u,  v,  w,  tirées  des  équa- 
tions (100),  (loi)  et  (io3),  satisferont  toujours  à  l'équation  (102); 
2°  que  ces  quatre  équations  continueraient  d'être  vérifiées,  si  deux  des 
valeurs  dont  il  s'agit  venaient  à  changer  de  signe.  Mais  alors  les  valeurs 


,  r 
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(les  racines  a,  b,  c,  d,  déterminées  par  les  formules  (109),  seraient 
simplement  échangét^s  entre  elles. 

§  Vil.  —  Sur  La  détermination  des  racines  réelles  d' une  équation 
de  degré  quelconque. 

On  a  vu,  dans  le  cinquième  paragraphe,  comment  on  pouvait  consta- 
ter l'existence,  et  même  déterminer  les  valeurs  des  racines  réelles  ou 
imaginaires  d'une  équation  de  degré  quelconque.  Toutefois,  lorsqu'on 
calculera  l'une  après  l'autre  ces  diverses  racines,  à  l'aide  de  la  méthode 
indiquée  dans  le  paragraphe  dont  il  s'agit,  il  arrivera  souvent  que  les 
racines  imaginaires  se  présenteront  les  premières;  et  comme,  dans 
beaucoup  de  questions,  il  importe  surtout  de  connaître  les  racines 
réelles  d'équations  à  coefficients  réels,  il  ne  sera  pas  inutile  d'expo- 
ser ici  une  méthode  simple  à  l'aide  de  laquelle  on  puisse  évaluer  direc- 
tement ces  mêmes  racines.  Tel  est  l'objet  dont  nous  allons  maintenant 
nous  occuper. 

Soit  toujours 

(i)  .r^H- Ajc"-'  + Bo:''-*-!-.  .  .  +  I^  +  K  =  o 

l'équation  proposée  du  degré  /z.  A,  B,  ...,  l,  K  désignant  des  coeffi- 
cients réels. 

Soient  encore  a,  b,  c,  . . . ,  A,  i,  k  les  racines  de  cette  équation,  et 

p[,         p2,  •   •   .  ,         P«-H         0,1 

les  valeurs  numériques  des  coefficients 

A,     B,     ...,     I,     K. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  §  V,  le  module  de  chacune  des 
racines  r/,  b,  c,  . . . ,  h,  i,  k  ne  pourra  surpasser  la  racine  positive  x  de 
l'équation 

ni  le  plus  grand  des  nombres 

(3)  p,-f-i,     pî+i,     ...,     prt_,  +  i,     p«+i, 
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ni  le  plus  grand  lorino  de  la  suite 

(4)  nrji,    {/ip,y,    ...,    (/ip,,_i)"-',    (/ip„)". 

Il  sera  donc  très  facile  de  trouver  un  nombre  supérieur  aux  modules 
de  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  (i).  Désignons  par  r  ce 
même  nombre.  Le  module  de  chacune  des  différences 

( .")  )     a  —  b,    a  —  c,    . . . ,    a  —  i,    a  —  /. ,     b  —  c,     . . . ,     b  —  i,     b  —  /•,    . . . ,    / —  /. 

sera,  en  vertu  du  théorème  II,  inférieur  à  ir;  et  comme  leur  nombre 
est  précisément  égal  au  nombre  de  combinaisons  que  l'on  peut  former 
avec  n  lettres  prises  deux  à  deux,  c'est-à-dire  à 

/i(  n  —  I  ) 
) 

si  l'on  met  de  côté  l'une  de  ces  différences,  par  exemple  a  —  h,  le 
produit  de  toutes  les  autres  offrira,  en  vertu  du  théorème  III  (corol- 
Uiire  I),  un  module  inférieur  à  l'expression 

(G)  {ir)      ^ 

D'ailleurs,  on  pourra  aisément  déterminer,  par  les  méthodes  exposées 
dans  le  §  VI,  le  produit  des  carrés  de  toutes  les  différences  donl 
il  s'agit.  Soit  X-  la  valeur  numérique  de  ce  produit,  5b  désignanl 
une  quantité  positive.  Cette  quantité  sera  évidemment  égale  au  produit 
des  modules  de  toutes  les  différences;  et  par  suite  le  module  ou  la 
valeur  numérique  d'une  seule  différence  a  —  b  surpassera  le  quotient 
((u'on  obtient  en  divisant  le  nombre  DL  par  l'expression  (G).  Donc,  si 
l'on  pose 


(7) 


«  I  «  - 1 

(2/')        ^ 


A  sera  un  nombre  inférieur  à  la  plus  petite  différence  entre  les  racines 
réelles  de  l'équation  (i). 

Il  est  bon  d'observer  que  le  nombre  \,  déterminé  parla  formule  (7), 
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no  pourrait  s'évanouir  que  dans  le  cas  où  l'équation  proposée  admet- 
trait des  racines  égales.  Nous  exclurons  dorénavant  ce  dernier  cas;  ce 
(jui  sera  sans  inconvénient,  attendu  qu'on  peut  toujours  débarrasser 
une  équation  des  racines  égales  qui  la  vérifient. 

Lorsque  les  coefficients  A,  B,  . . . ,  I,  K  de  l'équation  (i)  se  réduisent 
à  des  nombres  entiers,  on  a,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué, 

(8)  3L  =  i, 

et  par  conséquent  la  plus  petite  différence  entre  deux  racines  réelles 
est  supérieure  au  nombre  A  déterminé  par  la  formule 

(9)  A:= 


/l  I  «  —  I  ) 


Lorsque,  à  l'aide  de  la  formule  (7)  ou  (9),  on  a  calculé  un  nombre  A 
inférieur  à  la  plus  petite  différence  entre  deux  quelconques  des  racines 
de  l'équation  (i),  il  devient  facile  de  constater  l'existence  de  toutes 
les  racines  de  cette  espèce,  et  d'évaluer  chacune  d'elles  avec  une  aj)- 
proximation  aussi  grande  qu'on  le  juge  convenable.  En  effet,  soit  m  le 
nombre  entier  immédiatement  supérieur  au  rapport^-  Il  est  clair  que 
toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  (i)  seront  renfermées  entre  les 
limites  —  inA,  -\- ml,  etque  deux  termes  consécutifs  de  la  progression 
arithmétique 


(10) 


\^—/nl,     —  (/n  — ()A,      ...,     —3  A,     —2  A,     —A, 
'  o,     A,     2A,     3A,      ...,     (m_i)A,     ml 


m\  comprendront  jamais  entre  eux  plus  d'une  racine  réelle.  D'ailleurs, 
lorsque,  dans  le  polynôme 

(11)  ^"  +  Aa;"-^  +  R  j:«-2  + , . .  +  l^  -f_  k, 

on  substitue  successivement,  à  la  place  de  x,  deux  quantités  entre  les- 
({uelles  une  seule  racine  réelle  au  plus  se  trouve  renfermée,  les  résul- 
tats obtenus  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires;  pour  parler 
autrement,  la  comparaison  de  ces  deux  résultats  offre  une  permanence 
de  signe  ou  une  variation  de  signe,  suivant  qu'il  n'existe  pas  de  racine 

OEurres  de  C.  —  s.  U,t.\\.  20 
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réelle  ou  qu'il  en  existe  une  entre  les  deux  quantités  dont  il  s'agit.  Par 
conséquent,  si  l'on  prend  les  termes  de  la  progression  (lo)  pour  des 
valeurs  successives  de  la  variable  x,  et  que  l'on  forme  la  suite  des  va- 
leurs correspondantes  du  polynôme  (ii),  cette  nouvelle  suite  offrira 
précisément  autant  de  variations  de  signe  que  l'équation  (i)  a  de 
racines  réelles,  et  chacune  de  ces  racines  sera  comprise  entre  deux 
valeurs  consécutives  de  x  qui,  substituées  dans  le  polynôme  (i  i),  don- 
neront des  résultats  de  signes  contraires.  Soient  ^,  et  a^o  =  ^,  H-  A 
doux  semblables  valeurs,  et  supposons 

(12)  1= ?=^i-+--A. 

2  2 

La  racine  réelle  comprise  entre  a;,  et  x.,  sera  évidemment  renfermée 
entre  x^  et  ^,  si  la  substitution  de  l  au  lieu  de  x,  dans  le  polynôme  (i  i), 
fournit  un  résultat  de  même  signe  que  la  substitution  de  x.,  ;  mais  elle 
sera  renfermée  entre  ^  et  x.,  dans  le  cas  contraire.  On  pourra  donc 
remplacer  les  limites  x^,  x.,,  qui  diffèrent  entre  elles  de  la  quantité  A, 
par  les  limites  ^^  et  ^  ou  l  et  x.,,  qui  différeront  entre  elles  de  la 
quantité  ^A.  En  continuant  de  la  même  manière,  on  finira  par  res- 
serrer une  quelconque  des  racines  réelles  entre  deux  limites  dont  la 
différence,  représentée  par  un  terme  de  la  progression  géométrique 

(i3)  A,     ^A,     ^A,     ^A,     ..., 

240 

sera  aussi  petite  qu'on  le  voudra;  et  par  conséquent  on  pourra  calculer 
cette  racine  avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on  le  jugera  con- 
venable. 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  la  progression  (lo),  on  pourrait  sans 
inconvénient  remplacer  la  valeur  de  A,  tirée  de  la  formule  (7)  ou  (9), 
par  une  valeur  plus  petite. 

Pour  montrer  une  application  de  la  méthode  que  nous  venons  d'ex- 
poser, considérons  l'équation 

(l4)  ^"^ — 2.r  —  5=ro, 
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traitée  par  Lagrange  et  plus  anciennement  par  Newton.  On  aura,  dans 
ce  cas, 

n{n  —  i) 
n  =  ô,  — — —  =  i, 

2 

et  l'équation  (2),  réduite  à 

(15)  t^ —  2t  —  5  :=  O, 

offrira  une  racine  positive  t  inférieure  à  y/j,  puisque,  en  supposant 
ï  <C  V^^'  on  trouverait 

t2>5>2+  4-  >  2  +  -. 

Donc  chacune  des  racines  de  l'équation  (i4)  aura  pour  module  ou 
pour  valeur  numérique  un  nombre  inférieur  à 

(16)  /•=!:  \/5  =  2,236.  .,  . 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  U  le  produit  des  carrés  des  différences 
entre  les  racines  de  l'équation  (i4)»  ^t  par  3Z^  la  valeur  numérique  de 
ce  produit,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (78)  du  sixième  para- 
graphe, 

(17)  U  =  4.8  — 27.25  =  — 643, 

(18)  X-^  =  643. 

Par  suite,  on  tirera  de  l'équation  (7),  en  prenant  w  =  3  et  r=  \'d, 

4.0         20 

Donc,  si  l'équation  (i4)  a  plusieurs  racines  réelles,  la  différence  entre 
deux  de  ces  racines  ne  pourra  être  inférieure  à  l'unité.  D'ailleurs,  si 
l'on  remplace  A  par  l'unité,  les  différents  termes  de  la  progression  (10) 
deviendront  respectivement 

(20)  —3,     —2,     —I,     o,     I,     2,     3; 

et,  comme  les  valeurs  correspondantes  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i4)  seront 

(21)  —26,     —9,     —4,     —5,     —6,     —I,     +16, 
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il  est  clair  que  l'équation  (i4)  offrira  une  seule  racine  réelle  comprise 
entre  les  limites  2  et  3.  Ajoutons  que,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut,  on  peut,  à  la  limite  3,  substituer  le  nombre  2,23G Si  mainte- 
nant on  resserre  de  plus  en  plus  les  limites  entre  lesquelles  la  racine 
réelle  de  l'équation  (i\)  est  comprise,  on  trouvera 

{9.2)  cT  =  2,0945514.  ..  . 

H  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  que,  dans  beaucoup  de  cas,  on 
peut,  à  l'aide  de  diverses  considérations,  faciliter  la  recherche  des  ra- 
cines réelles  d'une  équation  donnée.  Ainsi,  en  particulier,  on  conclut 
immédiatement  des  principes  établis  dans  le  paragraphe  lYque  l'équa- 
lion  (i4)  admet  une  racine  positive,  mais  une  seule,  inférieure  à  s/j. 
D'ailleurs,  en  remplaçant  x  par  —x,  on  tire  de  l'équation  (i4) 

(28)  X^ —  2jC  -\-  5  =z  O, 

et,  comme  les  deux  binômes 


sont  toujours  positifs  pour  des  valeurs  positives  de  x,  savoir,  le  pre- 
mier tant  que  l'on  a  ^^v'2^i'4i4>  ^^  le  second  tant  que  l'on  a 
.r<^2,5,  il  est  clair  que  le  premier  membre  de  l'équation  (23)  ne 
pourra  jamais  devenir  nul  pour  des  valeurs  positives  de  x.  Donc,  par 
suite,  l'équation  (i4)  n'admettra  point  de  racines  négatives  et  n'offrira 
<[u'une  seule  racine  réelle. 

§  VIII.  —  Sur  la  théorie  de  l'élimination. 
Soient 

(i)  a;"-i- A^"-' +  B.r«-2-h.  .  .+  Ij:- +  K  =  o 

et 

(2)  ^'«+Pj;'"-1h-  Qx"'-2  +  .  .  .-i-  S.r +  T  =0 

deux  équations  algébriques,  la  première  du  degré  n,  la  seconde  du 
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degré  m.  Si  l'on  élimine  entre  elles  la  variable  x^  l'équation  résultante 
de  l'élimination  exprimera  la  condition  à  laquelle  les  coelFicients 

(3)  A,     B,     ...,     1,     K,         et        P,     Q,     ...,     S,     T 

doivent  satisfaire,  pour  qu'une  seule  et  même  valeur  de  x  vérifie  tout 
à  la  fois  les  équations  (i)  et  (2).  Soient  d'ailleurs 

{-\)  Cl,     b,     ...,     /,     A- 

les  valeurs  distinctes  de  x  qui  sont  propres  à  vérifier  l'équation  (1). 
Soient,  de  même, 

(5)  p,      q,       ...,      A-,      t 

les  valeurs  distinctes  de  x  qui  sont  propres  à  vérifier  l'équation  (2),  et 
faisons 

j  {]=:{a  —  p){a  —  q)...{a  —  s){a  —  t)x{b—p){b  —  rj).  .  .{b^s)  {b  —  l)  x  .  .  . 
^    ^  1  x(/.-/.)(A-V)...(A-5)(/.-0. 

Pour  que  les  équations  (1)  et  (2)  subsistent  simultanément,  il  sera  né- 
cessaire et  il  suffira  que  l'un  des  facteurs  du  produit  U  s'évanouisse, 
ou,  en  d'autres  termes,  que  ce  produit  lui-même  se  réduise  à  zéro. 
Donc  l'équation  de  condition 

(7)  U=o 

pourra  être  substituée  à  celle  que  produirait  l'élimination  de  x  entre 
les  équations  (i)  et  (2).  J'ajoute  que,  si  chacune  de  ces  dernières  offre 
seulement  des  racines  inégales,  il  sera  facile  de  transformer  le  produit 

U  en  une  fonction  entière  des  coefficients  A,  B,  . . . ,  l,  K;  P,  Q S, 

T.  C'est  ce  que  l'on  démontrera  sans  peine  à  l'aide  des  considérations 
suivantes. 

Les  racines  de  l'équation  (2)  étant  inégales  entre  elles  et  représen- 
tées par/?,  q,  . . . ,  .9,  /,  on  aura  identiquement 

(8)  {x—p)  (x  —  7) .  .  .  (.r  —  s)  (a-  —  0  —  ^"'  +  P  jr"'-'4-  Qo-'''-^  -+-...  4-  S  .r  -t-  T. 
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ol,  par  suite, 

1{a  —  p){a  —  q)...{a—  s)  {a  —  t)  =  a'"  +  P  «'«-»+  Q  «'«-^  + . .  .  +  S  a  +  T, 
(/^  _^)  (/^  _  ^) .  .  .(^  _  s)  {b  —  t)  =  b'"  +  P^'"-i+  Q  ^>"'"2+  .  .  .  +  SZ;  +T, 
> 
(A-  —  y^)  {k  —q)...  {k  —  s)  {k  —  t)  =  A'»  +  p  /v'«-'4-  Q  A'"-2  + . .  .  +  S  A-  +  T. 

Cela  posé,  la  formule  (6)  donnera 

f  U  =      (a'"+Pa'«-'+Qa'"-2  +  .  ..+  Sa  +  T) 

\  X  (6'"+P^'«-'  +  Q6'"-2  +  ...+  S6  +  T) 

X 


1  X  (  A'"  +  P  A'"-»  +  Q  A'«-'-  + . . .  +  S  A  +  T  ). 

D'ailleurs,  les  racines  de  l'équation  (i)  étant  supposées  inégales,  le 
second  membre  de  la  formule  (lo)  sera  évidemment  une  fonction 
symétrique  de  ces  racines,  qui  pourra  être  transformée  par  la  méthode 
exposée  dans  le  paragraphe  précédent  en  une  fonction  entière  des 
coefficients  A,  B,  . . . ,  I,  K  et  P,  Q,  . . . ,  S,  T. 

On  arriverait  encore  aux  mêmes  conclusions  en  observant  que  la 
valeur  de  U,  donnée  par  l'équation  (6),  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

f  U  ==  (-1)"-  {p  ~a){p-b)...{p-~  i)  ip  ~  A) 

]  x{q  —  a){q  —  b)...{q  —  i){g-k) 

X 


\  x{t  —a){t  —b)...{t  —i){t  ~  k). 

Or,  si  chacune  des  équations  (i)  et  (2)  n'offre  que  des  racines  iné- 
gales, on  aura  identiquement 

(12)    {:c  —  a){x—b).  ..(a:  — f)(^'  — A')  =  ^«  +  A^"-'+Bj7''-2  +  .  _  +  i^^_|_k, 

puis  on  en  conclura 

l{p  —  a){p  —  b)...{p  —  i)  {p  —  A)  =/)"  +  A/y'-'+  0/?"-='  -f- . . .  + 1/?  +  K, 
,  o,     (^-a)(9-6)...(<7-0(^-A-)  =  ^"+Ar'-'+B7«-2  +  ...4-I^  +  K, 

1   > 

\{l  —a){t  —b)...{t  —i){t  —  A-)  =  i«+A<«-»  +  B<«-2  +...  +  i^+K; 
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ot  la  valeur  de  U,  réduite  à 

U  =  (—  I  )'""  (/?"  +  Xp"-^  -+-  Bp"--  + . . .  +  I/j  -h  K  ) 
(i4' 

X 


X  (z"  +  Ar-'  +Bi"-2  +...+  I<  +  K), 

pourra  être  facilement  transformée  par  la  méthode  ci-dessus  mention- 
née en  une  fonction  entière  des  coefficients  A,  B,  . . . ,  I,  K;  P,  Q,  . . . , 
S,  T. 

Si  les  équations  (i)  et  (2)  offraient  des  racines  égales,  il  serait  facile 
de  les  en  débarrasser  et  de  les  remplacer  par  deux  équations  nouvelles, 
dont  chacune  aurait  pour  racines  les  valeurs  distinctes  de  x  propres  à 
vérifier  l'équation  (i)  ou  l'équation  (2).  Alors  le  premier  membre  de 
l'équation  (7)  pourrait  être  transformé  en  une  fonction  entière  des 
coefficients  renfermés  dans  les  deux  nouvelles  équations.  Ajoutons 
que,  si,  dans  la  même  hypothèse,  on  désigne  par  a,  b,  . ..,  i,  k  et  par 
p,  q,  . ..,  s,  t,  non  plus  les  valeurs  distinctes  propres  à  vérifier  l'équa- 
tion (1)  ou  l'équation  (2),  mais  les  racines  égales  ou  inégales  des 
équations  (i)  et  (2),  on  pourra  encore  substituer  l'équation  (7)3  celle 
que  produirait  l'élimination  de  x  entre  les  deux  premières,  et  trans- 
former le  produit  U  en  une  fonction  entière  des  coefficients  A,  B,  . . . , 
I,K;P,Q,...,S,T. 

Considérons  maintenant  deux  équations  algébriques  dont  les  pre- 
miers membres  soient  des  fonctions  entières  des  deux  variables  œ  et  j, 
et  supposons  que  la  somme  des  exposants  de  ces  variables  soit  égale 
ou  inférieure  au  nombre  n  dans  chaque  terme  de  la  première  fonction, 
au  nombre  m  dans  chaque  terme  de  la  seconde.  /^  et  m  seront  les 
degrés  des  deux  fonctions,  et  si  chacune  d'elles  renferme  tous  les 
termes  qu'elle  peut  contenir,  les  équations  proposées  seront  ce  qu'on 
nomme  des  équations  complètes  du  degré  n  et  du  degré  m.  Cela  posé,  si 
l'on  divise  la  première  équation  par  le  coefficient  constant  de  x",  et  la 
seconde  par  le  coefficient  constant  de  x^,  elles  se  présenteront  sous 
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l(*s  formes 

(i)  ^"  + A^'»-'  + Rj?"-2-i-.  . ,+ I^  +  K  =  o, 

(2)  ^.'"4_p^'«-i+o^'»-2+..  .^S^  +  T  =0, 

A,  B,  . ..,  I,  K  désignant  des  fonctions  entières  de  r  dont  les  degrés 
seront  respectivement  égaux  aux  nombres  1,  2,  . . .,  n  —  i,  n,  et  V, 
Q,  . . . ,  S,  T  d'autres  fonctions  entières  de  j  dont  les  degrés  seront  res- 
pectivement égaux  aux  nombres  i,  2,  . . .,  m  —  1,  m.  Concevons  ii  pré- 
sent que  l'on  cherche  les  divers  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  y 
propres  à  vérifier  simultanément  les  équations  (i)  et  (2).  Il  est  clair 
(jue,  dans  chacun  de  ces  systèmes,  la  valeur  de  y  sera  nécessairement 
une  racine  de  l'équation  (7),  U  désignant  une  fonction  entière  des 
coefficients  A,  B,  . . . ,  I,  K;  P,  Q,  . . . ,  S,  T,  et  par  conséquent  une 
fonction  entière  de  r,  savoir  celle  dans  laquelle  peut  se  transformer  le 
second  membre  de  la  formule  (10),  quand  on  représente  par  a,  h,  ... , 
i,  k  les  racines  égales  ou  inégales  de  l'équation  (i).  D'ailleurs,  pour 
opérer  la  transformation  dont  il  s'agit,  il  suffira,  conformément  au 
théorème  XVI,  de  diviser  successivement  le  second  membre  de  la  for- 
mule (to),  considéré  comme  fonction  de  k,  par  le  polynôme 

/r  H-  /  +  ...+  6  +  «  +  A  ; 

puis  le  reste,  considéré  comme  fonction  de  i,  par  le  polynôme 

/-  4-  (  A  + . . .  4-  ^  H-  (7  )  <  +  A-  + . . .  +  ^-  +  «' 
H-  /<6  +  //a  + . . .  +  ^a  H-  A (/ +  A  H- .  . .  +  ^  +  «)  -+-  B, 

La  fonction  U  étant  ainsi  déterminée,  toutes  les  valeurs  de  /  qui  per- 
mettront de  vérifier  simultanément  les  équations  (i)  et  (2)  devront 
satisfaire  à  l'équation  (7). 

11  est  facile  de  s'assurer  que  la  fonction  entière  de  y,  désignée  par 
U,  est  d'un  degré  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  mn.  En  effet,  comme 
les  degrés  des  fonctions 

A,     B,     ...,     I,     K;     P,     Q,     ...,     S,     T 
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sont  représentés  par  les  nombres 

I,     2,      ...,     n  —  i,     n;     i,     2,     ...,     jh—i,     m, 

les  valeurs  des  rapports 

A       B  ^       A.         E       5.  S  T^ 

resteront  finies  pour  des  valeurs  infinies  de  j,  et  l'on  pourra  en  dire 
autant  des  valeurs  de  z  propres  à  vérifier  les  deux  équations 

A       ,       R        ,  I  K 

P        ,      Q        ,  S  T 

c'est-à-dire  des  rapports 

a        b  i        k  p        f]  s         t 

^  ^^  y     y  y     y       y     y  y     y 


a        p\(a        q\    _(^  _   t\  ><  /i:  _  /?\  /^  _  i\  . .    /^  _  1\  X 


Donc  le  produit 

(  f-  -  ^ïï- 

\\y    y)  \y    y)     \y    y)    \y    y)  \y    y)     \y    y 
\  ^  \/     7/  \y     y)'"  \y     y 

qui,  en  vertu  de  la  formule  (6),  sera  équivalent  au  rapport 

U 

conservera  lui-même  une  valeur  finie  pour  des  valeurs  infinies  de  y; 
ce  qui  exige  que  le  degré  de  la  fonction  de  7,  désignée  par  U,  ne  sur- 
passe pas  mn.  On  se  trouve  ainsi  ramené  à  un  théorème  connu,  et  que 
l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

TnÉORKME  XVII.  —  Étant  données  deux  équations  algébriques  en  x  et 
y,  l'une  du  degré  n,  i autre  du  degré  m,  on  peut  en  déduire,  par  l'élimi- 
nation de  X,  une  équation  en  y  dont  le  degré  soit  tout  au  plus  égal  au 
produit  mn. 

OEuvresde  C.  —  S.  \\,X.  IX. 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'ÉQUILIBRE 

ou 
DE  IIOUVEMEXT  POUR  ll\  SVSTÈME  DE  POINTS  MATÉRIELS 

SOLLICITÉS 

PAR   DES   FORCES    D'ATTRACTION    OU    DE    RÉPULSION   MUTUELLE. 


J'ai  fait  voir,  dans  lo  troisième  Volume  des  Exercices  de  Mathéma- 
tiques[\i.  i88  et  suiv.  (')],  comment  on  pouvait  établir  les  équations 
d'équilibre  ou  de  mouvement  d'un  système  de  molécules  qui  s'attirent 
ou  se  repoussent,  en  supposant  ces  molécules  très  peu  écartées  des  po- 
sitions qu'elles  occupaient  dans  l'état  naturel  du  système.  Pour  obtenir 
les  équations  dont  il  s'agit,  il  suffît  de  substituer,  dans  les  formules  (32) 
ou  (34)  des  pages  197  et  198  {^),  les  valeurs  de  J,  X),  3  déduites  des 
formules  (20),  (26),  (3o)  et  (3i).  Ces  valeurs  se  simplifient  et  se  ré- 
duisent aux  quantités  X,  ^0»  ^2  déterminées  par  les  formules  (3i), 
toutes  les  fois' que  les  seconds  membres  des  équations  (26)  et  (3o) 
s'évanouissent.  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  les  masses  m,  m', 
jn\  . . .  des  diverses  molécules  sont  deux  à  deux  égales  entre  elles,  et 
distribuées  symétriquement  de  part  et  d'autre  d'une  molécule  quel- 
conque m,  sur  des  droites.menées  par  le  point  avec  leqnel  cette  molé- 
cule coïncide.  Cela  posé,  soient,  dans  l'état  naturel  du  système, 

a,  h,  c  les  coordonnées  d'une  molécule  quelconque  m,  rapportées  à 
trois  axes  rectangulaires  des  x,  y,  z; 

C)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VIII,  p.  227  et  suiv. 
(2)  Ihid.,  p.  236  et  237. 
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r  lo  rayon  vecteur  mené  de  cette  molécule  à  une  autre  molécule  m  (rès 

voisine; 
a,  p,  Y  les  angles  formés  par  le  rayon  vecteur  r  avec  les  demi-axes  des 

coordonnées  positives; 
f(r)  la  force  accélératrice  qui  mesure  l'action  de  m  sur  m; 
±:  mm{{r)  la  force  motrice  correspondante,  prise  avec  le  signe  +  ou 

le  signe  —,  suivant  que  cette  force  est  attractive  ou  répulsive; 
/(/■)  une  fonction  de  r,  distincte  de  |'(r),  et  déterminée  par  l'équation 

(I)  /(/•) =±  [/•!"(,■) -re-)]- 

Soient  de  plus 

(2)  x=ia+l,         y  —  b-\-n,         z  =  c-\-^ 

les  coordonnées  de  la  molécule  m,  relatives  à  un  état  d'équilibre  ou  dt; 
mouvement  dans  lequel  on  suppose  appliquée  à  cette  molécule  une 
force  accélératrice  9  dont  les  projections  algébriques  sur  les  axes  coor- 
donnés sont  désignées  par  X,  Y,  Z.  Les  quantités  E,  Tj,  t  représenteront 
les  déplacements  très  petits  de  la  molécule  m  mesurés  parallèlement 
aux  axes  des  x,  y,  z,  et,  si,  en  réduisant  les  valeurs  de  J[,  \),  3  à  celles 
de  S 2,  tlo,  3.,  on  fait,  pour  abréger, 

ja=»^[±^\.,os'=,r(.)]. 

(3)  (B=^[  =  :^'cos'i3  !•(/■)]. 

fu^^    ±^cos(3cosyf(/)    , 

(4)  |«z^j^r±:^"cos7Cosaf(/)|, 


16i 
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(5) 


(6) 


(7) 


M=^['-^cos^^/(.)], 

R  =  |^[— cos'-acos^(3/(,-)]; 


U    =  X     -- cos-acoS[3  cosy/(r)    , 
U'  -  3  [-^"cos^Pcosy /(,■)], 

^    ~S     ^cos3o:cosy/(/-)L 

V  =  V     — -  cosa  cos-|3cosy/(/')    , 

y„  =^|  ^cosacos^y/(/-)|, 

Ijj^     ^cos3acos(3/(/-)  L 
W'rr:  V    -;pCOsacos(3cos-y/(/-)   , 


W  = 


W 


(8) 
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on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (3i)  do  la  page  19G  du  troisième 
Volume  ('), 

da^  Oh-  Oc-  ou  Oc  Oc  Oa  Oa  Ou 

Ocû'  dly-  Oc-  Oa-  Ob'-  Oc^  Oa-  Ob^-  Oc^ 

(v  ^'^      vJlL     wJ^     ^rr  ^'-^    ,  fT  à'-n    ,  j.  0^-n      ^.,„  O'Z      f.  d'K      ^  O'X  \ 
'^\^'ôbôc'^    OcOa^^^  OaOb'^^  ObOc^    OcOa^    OaOb'^       ObOc'^^ OcOa^^  OaObV 


3  — 


Dans  les  équations  (8),  les  coordonnées  primitives  a,  b,  c  sont  consi- 
dérées comme  variables  indépendantes.  Si  Ton  voulait  prendre  pour 
variables  indépendantes  x,  y,  z  au  lieu  de  a,  h,  c,  il  suffirait,  comme 
on  l'a  prouvé  à  la  page  207  du  troisième  Volume  (-),  d'écrire  partout  j? 
au  lieu  de  a,  y  au  lieu  de  />>,  z  au  lieu  de  c.  On  aurait  donc  alors 

^-?         O'^l         0^1  O'^l  0^1  O-l 

iOx-  Oy  Oz^  Oy  Oz  âz  Ox  Ox  Oy 

Ox^  Oy^  Oz-  Ox-  Oy-  Oz-  Ox^  Oy  Oz- 

OyOz        OzOx         OxOy         OyOz        OzOx        ôxOy  OyOz        OzOx        OxOyJ 


3  = 


En  substituant  ces  dernières  valeurs  de  ^,  1),  3  dans  les  formules  (34) 
de  la  page  198  ( '),  savoir 

on  obtiendra  les  équations  dilTérentielles  propres  à   représenter  le 


(*)  Œuvres  de  Cauc/ij,  S.  II,  T.  VIII,  p.  iSJ. 

(2)  Ibid.,  p.  24('. 

(3)  Ibid.,  p.  23;. 
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mouvement  du  système  des  molécules  jh,  m' ,  m",  . . .,  et  l'on  trouvera 


ôt- 


a,i^^         ôy- 


c'^-  oy  0^  Oz  ax  ôx  dy 


l;^, +uî^  ^Qî^lî +w^ +w'!?!^  +  w'^  +  v-^  +  v'-^ +v.^-î 

^./•^  ^j'-        "  dz-  dx'-  ôy'  dz^-  Ojc'  ày'  dz'- 


oyoz         dz  Ox  ôx  Oy 


V'-^^+U  '^'''' 


(^K<^-  dzdx         ôxOy  dydz 


Q 


dzdx 


dx  dy 


d^ 
dt' 


Yh-.^ 


1^ 


d^ 

dz' 


2  0     ^'"^       -f-  2  (Ê     ^""^ 

^K():;  dzdx 


2£ 


d'f\ 
dx  dv 


UO 


W 


+  2      \ 


d-'^  d^E  d^-' 


^  =  Z 
(^^2 


a 


dx'' 

dydz 
d'-K 


W 


.  ày- 


w 


R 


dz' 
d^l 


R 


(?^r) 


M 


d--f\ 


^;^-  dJ7^  dy 


,  d^f] 


dz  dx         dx  dy  dy  dz 


V 


,  d'-n 


dx^ 


d'-K 
dy' 


dx-  dy- 


dK 
dz- 

^    d^ 


3D 


dK 
dv  dz 


2(Ê 


dz  dx 
dK 


W 


/  d'-n 


d'-Z 


dz  dx 


2S 


dxdy 
d'K 


dydz 


-U 

■W" 


Il  ^  ^ 


dz' 

_d^_ 
dzdx 


.rd-n  dHi 


dx' 


dy- 


U 


dz' 


dx  dy 


P  iJ! 

dr'' 


..àK 


2     W 


0 


d'-: 


■iijn 

dydz  '  '^  dzdx 


d'I 


dxdv         dvdz  dzdx  dxdv 


d^ ^  di r 


dydz 


dzdx 


V 


dx  dy 


W 


d't 
dxdy 


Si  le  système  n'était  pas  en  mouvement,  mais  en  équilibre,  il  faudrait 
réduire  à  zéro  les  premiers  membres  des  formules  (i  i). 
Soient  maintenant 

A  la  densité  du  système  au  point  {a,  h,  c),  dans  l'état  naturel; 
p  la  densité  au  point  {oo, y,  z),  dans  l'état  de  mouvement; 
'j  la  (juantité  positive  ou  négative  qui  mesure  la  dilatation  ou  la  con- 
•densation  du  volume  autour  de  la  molécule  m,  dans  le  passage  du 

premier  état  au  second; 
p\p'\p'  les  pressions  ou  tensions  supportées  au  point  {x,y,  z)  dans 

l'état  de  mouvement,  et  du  côté  des  coordonnées  positives,  par  trois 

plans  perpendiculaires  aux  axes  des  x,  des  j  et  des  z; 
A,  F,  E;  F,  B,  D;  E,  D,  C  les  projections  algébriques  des  pressions  ou 

tensions  /?,  p,  p".  On  aura,  en  vertu  des  formules  (17)  et  (Sg)  des 
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pages  219  et  233  du  troisième  Volume  des  Exercices  ('), 

(12)  p=r(i--j)A, 

,  ,  dl       dn       dK 

âx       dy       az 

Déplus,  en  prenant  a7,j,  s  pour  variables  indépendantes,  et  joignant 
les  équations  (23),  (26),  (27),  (28),  (29),  (3()),  des  pages  222  et 
suivantes  (-),  aux  formules  (3),  (4),  (5),  (G),  (7)  du  présent  article, 
on  trouvera 

dr\  (  dr]\  an  1 

+  6(1  +  2  —  )H-2lD  — 


olRJ^  +  M^^+P^+U'Tt'   ■   ^'^    '   ^^'^^^'    ■   "^'^  '   ""^^^' 


dx  dy         âz 


(È-|)--(i-i)--(|-Ë)]' 


ay  âz  \dz       dy)  \ax      dz 


dz         dx         dy  dz 


-d-ë)] 


U^  +  U'^+U''^  +  pY^  +  |-^-Uw''fti  +  ^Vv'f^  +  ^yi 
dx  dy  dz  \dz       dy)  \dx      dz)  \dy      dx  )  \ 


f         A«       ^à't        ,  d:       ,.  d^      ^^  dl       ^dl  ^  dl 

!            \            dx          dy          dz          dx         dy  dz 

L     <J^          ('f           àz             \dz       dy)  \dx       dz  )         \dy       dx 

\            aj?          dy           dz           dx          dy  dz  ) 

(')  OEuvrcs  de  Cauc/ij',  S.  II,  T.  VIII,  p.  1G0  et  973. 
(*)  Ibid.,  p.  9.63  et  auiv. 
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Enfin,  si  l'on  substitue,  dans  les  équations  (i4)»  la  valeur  de  p  tirée 
des  formules  (12)  et  (i3),  savoir 


(16) 


/        dl       an       d:\  . 


on  en  tirera,  en  regardant  les  déplacements  H,  r^  l  comme  infiniment 
petits,  et  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 


-H 


Ooc       ay       azj  a  y  az 


-H-^ 


^+Q^-i-U(''^+^ 

Oy  âz  \()z       dy 


\âx       dzj 


\  ay      ax 


(■;) 


n  =  p;^+i3(',-<'^'  ■  <'•"     ''' 


djo       dy       ô~ 


25 


ôr 


ôx  ay  az  \az       ay)  \dx      az 


C=i 


d 
d 

âx 


W 


dy      ôx 


A, 


]- 


2€:i:^+2D^+cfi-^-$?4-?)|A 


dy 


dx       dy       d 


D] 


[^     dx  dy  dz  \dz       OyJ  \dx      dz 


-i)-«^-i 


dx  dy  dz         \dz       dy  J  \dx      dz 


^"'|-^)J^> 


-d-^)]^' 


(18) 


\_     dy  \        dyj         dy  dz  dx } 


y,àri^^..d^^^^,.(dn^ûi 


Jv^ ,         , 

L     dx  dy  dz  \dz       dyJ       "  \dx      dz 


i)-(l-^)>- 


dz 


^S-^^'^-^";ë-V'^-.-;.u(§H-|).K(|.^)].. 


On  peut,  en  supposant  constantes  la  densité  A  relative  à  l'état  naturel 
du  système  et  les  quantités 


(,9)     .^,  0,  C,  JD,  (6,  £,  L,  M,  N,  P,  Q,  R,  U,  V,  W,  U',  V,  W,  U%  V",  W, 
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revenir  facilement  des  équations  (17)  et  (18)  aux  formules  (11).  En 
effet,  on  tire  des  équations  (20)  et  (28)  de  la  page  iGG  du  HP  Vo- 
lume ('). 


dE 

-^^' 

cm 

dV) 
dv 

rr-K  r,       ^)E 

,   p  — 7  =  P  /'  +  -^ 1- 

|)uis  on  en  conclut,  en  divisant  les  deux  membres  de  chaque  équation 

par  p  =  (r  —  u)A, 

1    r;^^  ~      "^  (I  -  u)  A  \ôx  "^  d/  "^  f>.-  y 

ôi-  {\  —  -j)\\ôx       dy        dz  ) 

\  dt'  —  ''^  (I  — -J)!  V^^  ^  dy'^  ôz 

Or,  si,  dans  les  formules  (19),  on  remplace  les  pressions  A,  B,  C,  D, 
E,  F  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (17),  (18),  alors,  en  né- 
gligeant les  infiniment  petits  du  second  ordre  et  réduisant  en  con- 
séquence le  binôme  1  —  u  à  l'unité,  on  retrouvera  précisément  les 
formules  (i  r). 

Lorsque,  parmi  les  sommes  comprises  dans  les  équations  (3),  (4), 
(^),  (()),  (7),  celles  qui  renferment  des  puissances  impaires  de  cosa, 
de  cosjil  ou  de  cosy  se  réduisent  à  zéro,  c'est-ii-dire,  en  d'autres 
termes,  lorsque  les  quantités 

(21)       ï),     (Ê,     £,        U,     V,     W,         U',     V,     W,         U%     X",     \\ 

s'évanouissent,  le  système  des  molécules  m,  m',  ni",  . . .  peut  être  con- 
sidéré comme  offrant  trois  axes  d'élasticité  rectangulaires  et  parallèles 
aux  axes  des  oc,  y,  z.  Si,  dans  le  même  cas,  on  désigne  par  G,  H,  1  les 

(')  OEiHTcs  de  Cauchy,  S.  II.  T.  VIII,  p.  ■>.oi  et  7.03. 

OEmies  </e  T.  —  S.  Il,  t.  IX.  22 
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valours  dos  coefficients  3,  0,  (C,  en  sorte  qu'on  ait  identiquement 

(22)  3  =  G,       0  =  11,       <i:-=i, 

les  formules  (ii)  coïncideront  avec  les  équations  ((38)  de  la  page  208 
du  III*'  Volume  ('),  et  deviendront  respectivement 

(L  +G)-5-4  +  (U  4-  HK-;  +(Q  +  1   -rr  +^'I^-r-i-  +2Q-T — —  H- \  —  -ttv  ' 
l  ^  ^  d-r-       ^  ôy-  ôz-  dx  dy  oz  ôx  '*'- 


âr- 


(23)  {    (R    +0)^-^    4-(M  +  H)-r-^    +   (P    +1)-— r    +  2P    ^— r h  2lx    -r ^^-    +\     "    -r— 

1^  '^  ^J7-       ^  'Or  àz-  dy  dz  dxOv  ut- 


àf 
\  dx-  ôy-  àz-  àz  ôx  dy  oz 


ôf- 


Alors  aussi    les   formules  (17),   (18)   s'accorderont  avec  les  équa- 
tions (49)»  (^o)  tle  la  page  23o  du  IIF  Volume  (-),  et  se  réduiront  à 


(24) 


(L4-G)|i+(R-G)^+(Q-G)Ç+(;|A, 
dx  dy  dz  \ 

(  R  -  H )  ^  +  ( M  +  H  )  ^  +  (  P  -  H )  ^  +  III  A , 


[ 


dx 
dx 


dy 
dj)_ 
àf 


(25) 


(0-I)^+(l>-I)^  +  (N-M)g+l]A; 


A, 


1)^[(P^1)^^(P^H)| 
F  =  1(R+H)|-.(R  +  G)^]a 


Dans  le  cas  particulier  où  l'élasticité  du  système  que  l'on  considère 
reste  la  même  en  tous  sens  autour  de  chaque  point,  les  conditions  (\i) 
et  (45)  des  pages  199  et  201  du  IIP  Volume  (')  se  trouvent  remplies, 
en  sorte  qu'on  a 


(26) 


G=:II  =  I,  L  =  M=N-3R,  P  =  Qr:=R; 


(')  OEuvrci  de  Cauchy,  S.  II,  l.  Vlll,  p.  aiy. 

(  '^  j  Ibld.y  p.  x-ji. 

(3)  Ibid.,  p.  239  et  i\i. 
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("-•^fi-p-Sj—'l-^ 


(H' 


iv) 


'd'K      d'K      j^r^ 


ôt- 


(rî8) 


c  = 


o.(R  +  G)|i4-(R-G).  +  GjA, 

o.(R  +  r.)~  +(r-G).  +  g1a, 

2(R  +  G)  ~  +  (R  -  G)j  +  G 


]^' 


(•'•9) 


Kniin,  si  le  système, est  constitué  de  manière  que  rélasticilé  reste  la 
même  en  tous  sens  autour  d'une  droite  parallèle  à  l'axe  des  z,  on  aura 
simplement 

(3o)  G  =  11,         L  =  M  =  3R,        P  =  Q, 

cl  les  formules  (23),  (24),  (25)  donneroni 

\  ôx-  '  ôr^  dz^  axOr  ôzO.t  0-:, 


(P: 


<^-: 


■"    1    —  ~: — r  ' 


(••^i)   MR4-G)^4-(3R  +  G)^4-((J  +  I)-p,  +  20y-^;-i-'.dl-^  ._  . 

I  (/x-  (;}■•'  oz-  o\  Oz  O.iuv  <)i- 

(P: 
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^^+(Q_G)§-^g]a, 


(32) 
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jA=[(3R  +  G)|i^(R-G.^ 


1  D  =  |^(Q+I)^+(Q  +  G)^' 


(33) 


dz 


àf 


E  = 


(Q^G)|i+(0+I)| 


A, 
A, 


^=(«-^)(|-Ë)^- 


Lorsque,  dans  les  équations  (17),  (18),  on  pose,  pour  abréger, 
(34)     :iA  =  a,         ûA  =  b,         CA=:r,         BA=i,         (BA  =  c,         £\  =  i; 


(35) 


I  L  A=:a, 
P  A  =  <l, 

j  UA=u, 
I  U'A  =  u', 

\   U"A  =  u", 


M  A  =  b, 
Q  A^e, 

V  A  =  v, 

V'A^v', 
VA  =  v". 


N    A  =  c, 
R    A  =  f, 

W  A  r^  w, 

W'Amw', 

W"A  r=  w", 


elles  deviennent  respectivement 


(36) 


^.r         dy         dz  \dz        àf  \0x       dz J  ^ '' \()v       OxJ' 


ox         \        ôx       dy       ôz  J  dz 

à^         dy         ôz  \dz       dy)  \dx  ^  dz 


,/d: 


dn 


dy       dx 


dx  dy 


r    J 


dx       dy       dz 


dx 


dy         dz  \dz        dy]  \dx^  dzj  \dy 


dri\ 
dx) 
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(3;) 


1) 

J        Ol\        On       ,0%       .O:         On 
\         Oj- J         Ox         Ox         Oy         Oz 

01         ,0n        „0':       ,[0n       0:\         J  O:       01 

4-  U  -r^  4-  u'  -T-  4-  11"  -r^  4-  il       .,-  4-  -T-      4-  w"       .-  4-  ^ 
àx           Oy           Oz          \0z        Oy  1            \0x       Oz 

E 

Oi      (     On\    ,^:      01      o: 

Oy         \        Oy  J         Oy         Oz         Ox 

/' 

01        ,0n        „0X         JOn       0K\         [  OX       Oi^ 

4-  V  --^  4-  v'  -.—  +  v"  -,-  +  w"  U-  4-  -Y^     +  e    -r  4-  -p 
Ox          Oy           Oz            \0z       Oy  J         \0x       Ozy 

F 

-  î,  ^  +  f  !^  +  f  ^  _  ^  ^  +  a  ^  4-  b  — 
Oz         Oz         \        Oz)         Ox         Oy 

Oi       ,0n       „o:      JOn     ^c  \  ,     fo:     0, 

-^''-Ox-^^'ô^-^''   0-z-^'\rz-^Oj)^''[dx-^0 

,(ài_ 
Oy 


On  \ 
ÔTvV 


-^     4-  U 


^    'h. 

Oy       Ox 


\0y^  Ox 


Si  l'on  admet  que,  dans  l'état  naturel  du  système  des  molécules  m, 
m',  m",  . . . ,  les  pressions/?',/?",  p'"  et,  par  suite,  leurs  composantes  ou 
les  six  fonctions  A,  B,  C,  D,  E,  F  s'évanouissent,  les  coefïïcients  dési- 
gnés par  les  lettres 

3,     0,     (C,     D,     (g,     £ 

dans  les  formules  (ri),  (17),  (18),  ou  par  les  lettres  G,  H,  I  dans  les 
équations  (23),  (24),  (^j),  se  réduiront  à  zéro,  ainsi  que  les  con- 
stanles  représentées  par 

a,     b,     c,     i,     c,     i 

dans  les  formules  (36),  (37).  Alors  les  équations  (24),  (23)  et  (23) 
coïncideront  avec  les  équations  (63),  (64)  ot  (GS)  des  pages  233,  231 
et  235  du  in^  Volume  des  Exercices  ('  );  tandis  que  les  formules  (36), 
(37)  reproduiront  les  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  E,  F  que  nous  avons  pré- 
cédemment obtenues  à  la  page  2. 


(>)  OEuvrcs  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VIII,  p.  '274  el  x-'i. 


SUR  L'ÉQUATION 

A  L'AIDE  DE  LAQUELLE  ON  DÉTERMINE  LES  INÉGALITÉS  SÉCLLAIIiES 

DES  MOUVEMENTS  DES  PLANÈTES. 


Soit 

(i)  s  =  f{a.-,y,z,...) 

Il  110  f'onclion  réelle  homogène  et  du  second  degré.  Soient  de  plus 

(2)  o{.v,  y,:.,  ..  .),         x(.r,  y,  3,  .  .  .),         6{.r,  y,  :.,  .  .  .), 

les  déi'ivées  partielles  de  f(.r,  y,  z,  . . .)  prises  par  rapport  aux  va- 
riables a-,  y,  :,  Si  l'on  assujettit  ces  variables  à  l'équation  de 

condilioii 

(3)  .r^4-_v=+324-...  =  i, 

les  maxiina  et  mininia  de  la  fonction  s  seront  déterminés  (voir  les 
Leçons  sur  le  Calcul  injiiiitcsimal,  p.  2J2)  par  la  formule 

(  /  )  9(.r,  _v,  c,  .  .  .)  __  x(^,  y,z,  ..  .)  __  ']^{/v,  y,z,  .  ..)  _ 

a;  y  z  "  '  ' 

D'ailleurs,  les  diverses  fractions  que  renferme  la  formule  (4),  étant 
égales  entre  elles,  seront  égales  au  rapport 

xo{x,y,  z,  ..  .)  + rx(.g,  j-,  ^,  .  ..)  -\- z '^(a\  y,  z,  .  .  .) 

(jui,  en  vertu  de  la  condition  (3)  et  du  théorème  des  fonctions  homo- 
gènes, se  réduira  simplement  à 


SLR  L'ÉQUATION  A   L'AIDE   DE   LAQUELLE  ETC.  175 

On  aura  donc  oncoro 

(-y)  ?(.r,  r,  j,  ■  ..)  _  x(.r, /,  :;,  ..  .)  __  'hj^,  y,  =.•••)  _       _  ,,  ^^ 

^  ~  y  -  .  ' 

on,  ce  qui  revient  au  même, 
Soit  maintenant 

(7)  S=:0 

l'équation  que  fournira  l'élimination  des  variables  a-,  y,  :^,  . . .  entre  les 
formules  (6).  Les  inaxima  et  les  minima  de  la  fonction 

ne  pourront  être  que  des  racines  de  l'équation  (7).  D'ailleurs  cette 
équation  sera  semblable  à  celle  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des 
inégalités  séculaires  des  mouvements  des  planètes,  et  dont  les  racines, 
toutes  réelles,  jouissent  de  propriétés  dignes  de  remarque.  Quelques- 
unes  de  ces  propriétés  étaient  déjà  connues  :  nous  allons  les  rappeler 
i(;i,  et  en  indiquer  d(;  nouvelles. 

Soit  n  le  nombre  des  variables  x,  y,  z,  —  Désignons  d'ailleurs, 
pour  plus  de  commodité,  par 

^xx'i      ^^yyy      -»;='       •  •  • 

les  coctTicients  des  carrés 

.r%     j%     :;•-,      ... 

dans  la  fonction  homogène  s  =  f(x,  y,  z,  . . .),  et  par 

^^xy—^  ^^yxy  -*ars— -  -»ï.t»  •  •  • ,  -^y;  —  -^zyt  •  •  • 

les  coefficients  des  doubles  produits 

-i.ry,     io--,      ...,     2yz,      ..., 
en  sorte  qu'on  ait 
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Les  équations  (6)  deviendront 

/    Aa:x-3^  +  A^yJ  +  Ax:-  +  .  .  .  =  SO-, 

•  \  A^y X  +  kyyj  +  Ay;  ^  + . . .  =  sy, 
I  A-czX-h  Ay^y  +  A;.  -  + . . .  =  sz, 
\   » 

et  pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

]      A^yJC    +    {Ayy—S)y-^Ay.Z.^...=    0, 

(lo)  \ 

I  A^.  a:  +  A  y:  v  +  (  A;;  —  5)  ^  H- ...  —  o, 


Cela  posé,  il  résulte  des  principes  établis  dans  le  Chapitre  III  de  YAna- 
lyse  algébrique  (§  2)  (*)  que  le  premier  membre  de  l'équation  (8), 
ou  S,  sera  une  fonction  alternée  des  quantités  comprises  dans  le  Ta- 
l)leau  : 

j    Ay:x        ^■f      ^xyi  A^3,  •  •  •, 

]  ^xyi  yy      ^^        .y='  •  •  •  » 


('0 


savoir  celle  dont  les  différents  termes  sont  représentés,  aux  signes 
près,  par  les  produits  qu'on  obtient,  lorsqu'on  multiplie  ces  quantités, 
n  à  n,  de  toutes  les  manières  possibles,  en  ayant  soin  de  faire  entrer 
dans  chaque  produit  un  facteur  pris  dans  chacune  des  lignes  horizon- 
tales du  Tableau  et  un  facteur  pris  dans  chacune  des  lignes  verticales. 
En  opérant  ainsi,  on  trouvera,  par  exemple,  pour  n=  2, 

(12)  ^={^^XX—S){^yy—S)  —  Aly; 

j)Our  n  =  3, 

_    ^  S..z(A,,-,ç)(A,.y-.v)(A,,-.v) 

^'^^     (  -A^,(A,x-5)-A^,(A,.,.-.)-Ai,(A,,-.)  +  2A,yA,.,A3.,; 

(1)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  III. 


(•4) 
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pour  /2  ==  4» 

S  =  (A:r:r—  '0  (  A^j  —  5)  (  A;;  —  ,<?)  (A„„  — .v) 

_  r       A:„ (A^:c—  ^)  (Ayy—  s)  +  A;.„( Ai^—  .0  (A;;  —  s)  -f-  A;.( A^^—  .v)  ( A„„—  .s-)"l 
^  L  +  Kui^yy-  -0  (  A^.  -  *)  +  A3.,(A^.^-  .V)  (A„„-  s)  -h  Al,(  A»  -  s)  (  A„„-  .s)J 
r       Ay;Ay„A;„(A^^.— .9)  +  Aa:;A^„A;„(Aj.y  —  ,y)1 
L  -^  A;r:yA^,^Ay„{A..  —  ^ )  +  A ^y A 3;;  Ay ; ( A „ „  —  .V ) J 

-t-  Aj^yAz„-\-  A;^.Ayn-h A}.nAy.       2 [Aa:yAj:;Ay„ A-„-f- Aj:yAj.„ AyjA^tt 4-Ax; A^„ AyjxVj,,,]; 

et,  généralement,  on  obtiendra  pour  S  une  fonction  de  s,  qui  sera 
entière  et  du  degré  n. 

Concevons  à  présent  que  l'on  désigne  par 

(i5)  .?,,     .9,,     ...,     s„ 

les  n  racines  réelles  ou  imaginaires  de  l'équation  (7).  Soient,  de  plus, 

(jo)  ^1,     j'i,     -^i;     0^2,     y.2f     --2; 


•  •  >      ^nt      J  nj       -■  Il 


des  systèmes  de  valeurs  de  x,  y,  z-, ...  correspondants  à  ces  mêmes  va- 
leurs de  s,  et  choisis  de  manière  à  vérifier  les  formules  (3)  et  (10).  La 
première  des  formules  (10)  donnera 


et 


(Aa;a:— ■Çl)-fi+ Axy7i4- Aj,;Z;,-t-.  .  .  =  0 

(  Axi-  —  5,  )  X,  -^r  Axyy-2  4-  A^^ c.  -i- . . .  :^  o ; 
puis  l'on  en  conclura,  en  éliminant  le  coefficient  A^.^, 

(17)  (■«2  — .?i)^iJ:-2-H  Aa;y(.r,r,  —  .r,/2)  -^  A^^-ix^Zi—  x^z^)  -t-. .  .rzzo. 

En  raisonnant  de  la  môme  manière,  on  tirera  de  la  deuxième  des  for- 
mules (to) 

(18)  Aary(j2J",— /,X,)-i-(.Ç,  — 5,)y,J,4-Ay;(/j-3,   -  V,5,)+...— O, 

de  la  troisième 

('9)        Aj.;(G2-ri— -i^2)-H  A;y(-îr,  —  :;,7j)  -h  (5,  — .9,) c, :;*  +  ...-- o, 

etc.  Enfin,  si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  équations  (i-j),  (t8), 

CEuvres  de  C.  -     S.  Il,  t.  IX.  23 


(.9.) 
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(19),  etc.,  on  trouvera 

(20)  (^1^2  +  7172+  -1  "2  +  -   ••)('Î2—'îl)  =  0. 

Donc,  toutes  les  fois  que  les  racines  -y,,  s.,  seront  inégales  entre  elles, 
on  aura 

(31)  .2?,.372-t-/l  J2+  ^I-2+-  •  -"O; 

et,  si  l'équation  (7)  n'offre  pas  de  racines  égales,  les  valeurs  de  ^,  r, 
z,...  correspondantes  à  ces  racines  vérifieront  loutes  les  formules 
comprises  dans  le  Tableau  suivant  : 


^«•^i  +  /"7i+-«-i  +  ---  =  o»      •3;„^2-+-/«j2H--/i-2+.-.=  0,      ...,  ^-4-/;,+  ^ 

Soit  maintenant  R  ce  que  devient  la  fonction  S,  lorsque,  dans  le  Ta- 
bleau {11),  on  supprime  tous  les  termes  appartenant  à  la  première 
colonne  horizontale,  ainsi  qu'à  la  première  colonne  verticale;  et  Q  ce 
que  devient  la  même  fonction,  quand  on  supprime,  en  outre,  les 
termes  renfermés  dans  les  deuxièmes  colonnes  horizontale  et  verti- 
cale. Enfin,  désignons  par  P„^,  ce  que  devient  S,  lorsqu'on  supprime 
dans  le  Tableau  (11)  les  termes  qui  appartiennent  à  la  même  colonne 
horizontale  que  le  binôme  Auu  — s,  avec  ceux  qui  appartiennent  à  la 
même  colonne  verticale  que  A^^—  s,  ou  bien  encore  les  termes  com- 
pris dans  la  même  colonne  verticale  que  A„„—  s,  et  ceux  qui  sont  ren- 
fermés dans  la  même  colonne  horizontale  que  A^,^—  s.  Les  polynômes 
R.  Q;  ^xx^  Pa;j»  P^s»  •  •  •;  Pyr»  Pyc»  •  •  •»  ^ zz  «crout,  aiusi  quc  S,  des  fonc- 
tions entières  de  s.  De  plus,  on  aura  évidemment 

(23)  R  =  Pxx, 

et  l'on  conclura  des  équations  (10),  en  faisant  abstraction  de  la  pre- 
mière, 

\--i)  p     —     p  p 

^  XX  *  xv  *■  xz 
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Posons  d'ailleurs,  pour  abréger, 

(9,5)  Xrr.P,,=  R,  Y  =  -I»,,.,  Z=.-P,, 

La  formule  (24),  combinée  avec  la  formule  (3),  donnera 

(  6^  ^  _  7  _  ^  _        _  _  ' 

^'  ^  X  -  Y  "  z  -  •  •"-"-  v^^fTY-^Tz^T??:', 

et,  si  l'on  désigne  par 

(27)       A],      I,,     /,,      ...;     X.>,      1-2,     Z2,      ...;     X„,     \„,     Z,i,     ... 

les  systèmes  de  valeurs  de  X,  Y,  Z,  . . .  correspondants  aux  racines  s,, 
.Vo,  . . .,  .9,j  de  l'équation  (7),  on  tirera  de  la  formule  (2G) 


ce 


1  _  Jl 


^1      Y,      Zi     ■■•        v^Xf=rY?  +  ZJ 

^2  _  7-2 f^  _. ^_  I 

(28)  ;  x;  ~  Y.  ~  Z,  y7f|~YfTzf 


•^re  ,V/î 


^"       ^^"       Z„      •••■         v^X^+Y^  +  Z^-t-... 

Les  valeurs  de  ^<,  r,,  r,,  ...  seront  complètement  déterminées,  aux 
signes  près,  par  la  première  des  formules  (28),  à  moins  (jue  la  suppo- 
sition s  =  s^  ne  fasse  évanouir  simultanément  les  fonctions  X  =  R,  Y, 
Z,  ...;  et,  comme  on  peut  faire  un  semblable  raisonnement  à  l'égard  de 
^o,  r.,  Zo,  ...;  ...;Xn,y„,  z,^,  ...,  il  est  clair  que  les  expressions  (16) 
seront,  aux  signes  près,  complètement  déterminées  par  les  for- 
mules (28),  à  moins  que  des  racines  de  l'équation  (7)  ne  vérifient  en 
même  temps  la  formule 

(29)  R=::0. 

Ajoutons  que,  si  les  racines  5,,  .s.,  sont  inégales,  on  (irera  de  la  for- 
mule (21),  combinée  avec  les  deux  premières  des  formules  (28), 

(30)  X,X2-f-Y,Y,-f-Z,Z,4-...=:o. 

En  partant  de  la  formule  (3o),  on  prouve  facilement  que  l'équa- 
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tion  (7)  no  saurait  admettre  de  racines  imaginaires,  tant  que  les  coef- 
ficients A^^,  A^.^,  A^..,  ...;  \yy,  Ay^,  ...;  A..,  ...  restent  réels.  En 
effet,  si  l'équation  (7)  offrait  alors  une  racine  imaginaire  de  la  forme 
7^  _i_  ^\J—  I ,  elle  en  admettrait  une  seconde  conjuguée  à  la  première 
ou  de  la  forme  A  —  [x  y/—  i  ;  et,  en  prenant  ces  racines  pour  5,  et  s.,,  on 
obtiendrait  pour  X,  et  Xj  des  valeurs  de  la  forme 

( 3 1 )  X,  =  .')rt  +  Jb  \/— 7 ,         X,  =  DM  —  Db  v^^ , 
OR,  %  étant  des  quantités  réelles.  Par  suite,  le  produit 

(32)  X,X2rrr.m'-+X2 

serait  nécessairement  positif  ou  nul;  et,  comme  on  pourrait  en  dire 
autant  des  produits  \^Yo,  Z,Z.,  .. .,  il  est  clair  que  la  condition  (3o) 
ne  saurait  être  remplie,  excepté  dans  le  cas  où  l'on  aurait 

(33>  X,  =  X2=o,         Y,=rY.2=:o,        Zi  =  Z,=  o, 

c'est-à-dire  dans  le  cas  où  chacune  des  racines  ^,,  s.,  vérifierait  les 
équations 

(34)  Pxx=:0,  Pxy^O,"  Px,=  0, 

Donc,  si  l'équation  (7);  du  degré  n,   admettait  des  racines  imagi- 
naires, ces  racines  seraient  propres  à  vérifier  en  même  temps  l'équa- 
tion P.,x=  o,  ou 
(29)  R-=o, 

qui  est  de  même  forme,  mais  du  degré  n  —  i.  En  raisonnant  de  la 
même  manière,  on  fera  voir  que,  si  l'équation  (29)  admet  des  racmes 
imaginaires,  ces  racines  seront  propres  à  vérifier  en  même  temps 
l'équation 

(35)  .  Q-o, 

qui  est  de  même  forme,  mais  du  degré  n—  i;  et  ainsi  de  suite.  Donc, 
si  l'équation  (7)  off*rait  des  racines  imaginaires,  ces  racines  devraient 
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satisfaire  à  chacune  des  équations  de  la  forme 

(36)  S  =  o,         R=:o,         Q  =  o, 

D'ailleurs,  en  prolongeant  la  série  des  équations  (36),  on  parvient 
facilement  à  une  équation  du  premier  degré,  qui  coïncide  avec  la  der- 
nière des  suivantes 

(37)  Ax:i  —  s  =  o,         Ayy—  S  =  0,        A„— .ç  — o,         ...; 

et  cette  équation  du  premier  degré  n'admet  pas  de  racines  imagi- 
naires, mais  une  seule  racine  réelle.  Donc  l'équation  (7)  n'a  pas  de 
racines  imaginaires. 

Concevons  à  présent  que  l'on  combine  la  première  des  équations  (10) 
avec  la  formule  (24).  On  obtiendra  la  suivante 

(  "JO  )  \  ^xx  ■""  •^  )  i  XX        -^^xy  "xy        '^xz  i  xz        .  .  •  =  O, 

qui  devra  coïncider  avec  l'équation  (7);  et,  en  effet,  il  suffit  d'observer 
de  quelle  manière  les  polynômes  S,  P^^^,  P^^.,  P^,-,  ...  se  forment  à  l'aide 
des  quantités  renfermées  dans  le  Tableau  (n),  pour  reconnaître  que 
l'on  a  identiquement,  c'est-à-dire  quel  que  soit^, 

(39)  {Aa:x—  ■^)i\x—  Aa:yVxy—  Aj:.i\.~  .  .  . -=  S. 

Ajoutons  que,  en  combinant  la  seconde,  la  troisième,  etc.  des  équa- 
tions (10)  avec  la  formule  (24),  on  obtiendra  encore  des  é(|uations 
identiques,  savoir  : 

(     Axy  PxX  —    (  Ayy  —  s  )  P^y   -    Ay;  V J,-  .    .    .  =    O, 

i\0)  Î      A,,P^,-Ay,P,.y-(.\3.-.0Px=-...=    O, 


Cela  posé,  imaginons  que  l'on  prenne  pour  s  une  quelconque  des 
racines  de  l'équation  P^^.^.  =  0,  ou 

(-Î9)  Krr:o. 
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Les  formules  (3())  et  (4o)  donneront  alors 

i^xy  "xy  "+"  ^xz  ^ xz  -f-  .  •  .  ^^^  —  S, 
(  Ayy  -  S  )  \\y  4-  A^-  P^,3  +  .  .  .  ~  O, 
j    A,,P,^-4-(A,,-5)P^,4-...=  0, 


Le  nombre  des  formules  (4i)  étant  égal  à  n,  si  l'on  efface  l'une  de 
celles  qui  offrent  zéro  pour  second  membre,  les  autres  suffiront  pour 
déterminer,  dans  l'hypothèse  admise,  les  valeurs  des  n  —  i  quantités 

P        ï* 

■■•  xyy       *  xzf        '  '  • 

en  fonction  de  S  et  des  coefficients  k^^.,  A^.,  ...,  A^.^.— ^,  A,.,  ..., 
A^-  —  s, Si,  pour  fixer  les  idées,  on  supprime  la  seconde  des  for- 
mules (4i),  la  valeur  de  Pj.^,  tirée  des  autres,  deviendra,  eu  égard  aux 
notations  adoptées, 

P   _     QS 

^  xy 

Donc,  pour  chacune  des  valeurs  de  s  propres  à  vérifier  l'équation  (2c)), 
on  aura 

(42)  QS  =  -P1,.  =  -1^ 

et,  par  conséquent,  les  quantités  Q,  S  seront  affectées  de  signes  con- 
traires, si  l'une  et  l'autre  diffèrent  de  zéro.  Cette  remarque  fournit  une 
nouvelle  démonstration  de  la  réalité  des  racines  de  l'équation  (7),  et 
permet,  en  outre,  de  fixer  des  limites  entre  lesquelles  ces  racines  se 
trouvent  comprises,  ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 

Supposons  d'abord,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  nombre  des 
variables  x,y,  z,  ...  soit  égal  à  3.  Les  équations  (10)  deviendront 

(  {Axx—s)a:-hAa:yf-^Axz^  =  o, 

(43)  <^  \a:yX^  {Ayy--s)y -i- Ay.-.  =  o, 
Axz-^  -^  Ayzy  +  (A;;  — 5)^  —  0; 
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et  l'on  tirera  des  deux  dernières 

(44)  ~S~'        -^  " S~'        *" S~' 

les  valeurs  de  V^x  ou  R,  P^^,,  ^^z  et  S  étant  respectivement 

(45)  R    =   V,,-={kyy~S)   (A,=  -   S)    -   A^„ 


(      -rjry  Aj.y(A;;-  5)  Aj^;   Ay;, 


(46) 

\yy  •■>  ;  /\xy  •'*}'. 


(     S=(Ax^—    5)(Ayy—   5)(A;,—   5) 

(47)    < 

(  —  A;^.-(A^^-.V)    -   kl-S^yy—   s)    -~    kly{k..—   s)    -f-2AxyAxîAy2. 

Cela  posé,  on  aura  identiquement 

j  (Axx-.OH-AxyIV-A,,P,,=:S, 

(  48  )  Axy  R    ~    (  Ayy  -    s  )  P^y  -    Ay,   1^,    =    O, 

!  Ax.R-Ay,lV-(A,,-.v)P,,  =  o; 

et,  si  l'on  prend  pour  s  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  (lic)), 
les  formules  (4B)  donneront 

/  A;rrPxr+A^=P^=  =  — S, 

(49)  <       (Ayy—  5)P^y+    AyjPx;—    o, 

'      ky.V  ^y+    {K-.—  S)\*  X-   —  0. 

Enfin,  si  l'on  combine  la  première  des  formules  (49)  avec  la  troisième, 
on  en  tirera 

r..\  P     -  •(A,,-.)S  _       (A,,-.v)S 

^      ^  ^'~.     Axy(A,,-.)-A..Ay,-'  P.y        ' 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

QS^-Ply, 

la  valeur  de  Q  étant 

(5i)  '  Q=:A,:-.v. 

Donc,  à  chacune  des  racines  de  l'équation  (7)  correspondront  des 
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valeurs  de  Q  et  de  S  propres  à  vérifier  la  formule  (42)  et,  par  consé- 
quent, affectées  de  signes  contraires.  En  résumé,  les  valeurs  des  poly- 
nômes 

(52)  A;::— .Ç 

et 

i   (A^:r--V)(Aj-y-5)(A,;-.0 

correspondantes  à  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation 

(54)  (Ayy— 5)(A--  — .0  — Aç.=ro-, 

seront  affectées,  si  elles  ne  s'évanouissent  ni  l'une  ni  l'autre,  de  signes 
différents. 

Soient  maintenant  s',  s"  les  deux  racines  réelles  de  l'équation  (^4). 
rangées  dans  leur  ordre  de  grandeur,  en  sorte  qu'on  ait 

(55)  s'<s". 

Ces  racines,  qui  sont  toutes  deux  réelles,  puisqu'elles  se  réduisent  aux 
deux  valeurs  de  s  données  par  la  formule 


,56)     -  „=A,^=^^(A^^=)Va=,, 

vérifieront  la  condition 

(57)  S'-hS"=Ayy-i-    Azz, 

de  laquelle  on  tirera,  en  ayant  égard  à  l'équation  (54), 

A;.. 


A,. —  5'  = -(A, 


j:i. 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(58)  {A..-s'){A..—  s')—-A\.^. 

Donc  les  deux  valeurs  du  binôme  A^^  —  s,  correspondantes  aux  deux 
racines  de  l'équation  (54),  seront  aff'ectées  de  signes  différents,  si 


ON  DÉTERMINE  LES  INÉGALITÉS   SÉCULAIHES   ETC.     18o 

aucune  d'elles  ne  s'évanouit;  et,  par  suite,  la  racine  unique  A,^  de 
l'équation 

(09)  A;: — 5  =  0 

ou 

(60)  Q  =  o 

sera  renfermée  entre  les  deux  racines  de  l'équation  (54)  ou 
(29)  R  =  o, 

à  moins  qu'elle  ne  se  réduise  à  l'une  d'entre  elles.  Donc,  attendu  que 
la  condition  (5-^)  entraîne  la  suivante 

(61)  Azz-S'>\zz—S'', 

on  aura 

(62)  A;;—   5'=0  et  A;;—   ^"=0. 

Cela  posé,  soient  S',  S"  les  deux  valeurs  du  polynôme  (53)  ou  de  S 
correspondantes  aux  valeurs  s',  s"  de  la  variable  s.  Si  aucune  des  deux 
racines  s',  s"  ne  vérifie  l'équation  (Go)  ou  l'équation  (■;),  S'  sera 
une  quantité  affectée  d'un  signe  contraire  à  celui  de  A..—  s',  et  S  "une 
quantité  affectée  d'un  signe  contraire  à  celui  de  A^,  —  s".  On  aura  donc 

(63)  S'=o,         S";o. 

D'autre  part,  le  polynôme  (53)  ou  S  se  réduit  pour  5  =  —  œ  à  l'infini 
positif,  et  pour  ^  =  oo  à  l'infini  négatif.  Donc,  si  dans  ce  polynôme  on 
substitue  successivement,  au  lieu  de  s,  les  quatre  valeurs 

( 6/j )  s  z=  —  oc,         5  =  5',         .y  =  s",         s  =  oc, 

les  résultats  des  substitutions  seront  généralement  affectés  des  signes 

(65)  +,     -,     -h,     -; 

et,  par  conséquent,  l'équation  (7)  ou 

(Axx—  s)  {\yy—  s)  {\zz~S) 


(66) 


OF.iti'rrs  deC—  S.\\,t.l\.  ^4 
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admettra  trois  racines  réelles,  savoir  une  racine  inférieure  à  s',  une 
autre  comprise  entre  les  limites  s',  s",  et  une  troisième  supérieure  à  s". 
Supposons  maintenant  que  la  fonction  (i)  renferme  quatre  va- 
riables X,  y,  z,  II.  Dans  ce  cas,  la  fonction  S  sera  déterminée  par  la 
formule  (i4)»  et  les  fonctions  R,  Q  par  les  deux  suivantes  : 

{K={kyy—S){K.,~S){k„a—S) 

i  —   A|„  (  Ayy  —s)—  A^.„  (  A-;  —s)—   AJ-,  (  A„„  —  5)   h-    2  Ay-   \yn  A,„, 

(68)  Q  =  (A..-.)(A„„-5)-A?„. 

D'ailleurs,  les  fonctions  (G7)  et  (68)  étant  semblables,  la  première  à 
la  fonction  (53),  la  seconde  à  la  fonction  (45),  on  prouvera,  en  raison- 
nant comme  dans  le  cas  précédent,  que  l'équation  R  =  o  a  générale- 
ment trois  racines  réelles,  dont  l'une  est  comprise  entre  les  valeurs 
réelles  de  s  propres  à  vérifier  l'équation  du  second  degré 

(69)  (A,,-5)(A„„-.0-AL=o, 

tandis  que  les  deux  autres  racines  sont  l'une  inférieure  et  l'autre  supé- 
rieure aux  valeurs  dont  il  s'agit.  Cela  posé,  soient  s\  s",  s'"  les  trois 
racines  de  l'équation 

\  i^yy~s){A..—  s){A„„—s) 

i      -  AlAKr-  ^)  -  A^„( A,,-  ^)  -  A^,( A„„ -  ^)  -f-  2 A^,  A^,,  A,„=  o, 

rangées  par  ordre  de  grandeur,  et  désignons  par 

Q',     Q",     Q'";         S',     S",     S'" 

les  valeurs  de  Q  et  de  S  correspondantes  à  ces  mêmes  racines.  Q  sera 
une  quantité  affectée  du  même  signe  que  la  valeur  de  Q  correspon- 
dante à  5  =  —  00,  c'est-à-dire  une  quantité  positive,  et  l'on  aura,  par 
suite, 

(7O  Q'>o,        Q"<o,        Q"'>o. 

Donc,  en  ayant  égard  à  la  formule  (42),  on  trouvera  généralement 

(72)  S'<o,         S">o,         S'"<o. 
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D'autre  part,  le  polynôme  (i4)  se  réduit,  pour  ^  =  —  oc,  ainsi  que  pour 
s  =  x,  à  l'infini  positif.  Donc,  si  dans  ce  polynôme  on  substitue  suc- 
cessivement, au  lieu  de  s,  les  cinq  valeurs 

(  -3  )  i  zzi—  ce,  S  =:  s',  S  =  s",  S  =  S'^,  S  =l  GO, 

les  résultats  des  substitutions  seront  généralement  affectés  des  signes 

(74)  +,     —,    +,    —,    +• 

Donc  l'équation  (7),  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  admettra  quatre  racines 
réelles  respectivement  comprises  entre  les  limites 

(70)  -œ,     s',     s",     s'",      +œ. 

Les  mêmes  raisonnements,  successivement  étendus  au  cas  où  la 
fonction  s  renfermerait  cinq,  six,  ...  variables,  fourniront  évidem- 
ment la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Quel  que  soit  le  nombre  n  des  variables  x^  y,  z,  . . . , 
r  équation 

(7)  S  =  o 

et  les  équations  de  même  forme 

(76)  R=o,        Qr=o, 

auront  toutes  leu/'s  racines  réelles.  Déplus,  si  l'on  nomme 

(77)  ^•',    A    A     •••,    ''"-'' 
les  racines  de  l'équation 

(29)  U  =  o 

rangées  par  ordre  de  grandeur,  les  racines  réelles  de  i  équation  ('])  seront 
respectivement  comprises  entre  les  limites 

(78)  —00,     s',     s",     s",      ..,,     5(«-»),     oc. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  il  ne  peut  rester  de  doutes  sur 
l'exactitude  du  théorème  I,  si  ce  n'est  dans  le  cas  où  quelques  valeurs 
de  s  vérifieraient  à  la  fois  deux  des  équations 

(36)  S  =  o,         R  =  o,         Q  =  o, 
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prises  consécutivement.  Observons  d'ailleurs  que,  si  l'on  nomme 

(79)  S',     S",     S",     ...,     S"-) 

les  valeurs  du  polynôme  S  correspondantes  aux  racines  s\  s",  s'", 
s-"~*'  de  l'équation  (29),  et 


0 


K  =  S'S"...Sî«-'' 


le  produit  de  toutes  ces  valeurs,  K  sera  une  fonction  symétrique  des 
racines  /,  s",  s'",  ...,  s'"~''>,  qui  pourra  être  transformée  en  une  fonc- 
tion entière  des  coefficients  A^^,  A^^ ,  A^^,  . . . ,  A^,.,  A^^,  . . . ,  A,^,  . . . , 
et  s'évanouira  toutes  les  fois  que  les  équations  (7)  et  (29)  auront  des 
racines  communes. 

Il  est  facile  de  vérifier  le  théorème  I  dans  le  cas  où  les  quantités  A^^, 
\j,y,  A^2,  . . . ,  \yy,  Aj,,  . . . ,  Ajj.,  . . .  s'évanouissent  toutes  à  l'exception 
de  celles  qui,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (8),  sont  multi- 
pliées par  la  variable  x  ou  par  le  carré  de  l'une  des  variables  x,  y, 
z, Alors,  en  effet,  l'équation  (29),  réduite  ii 

aura  pour  racines  A,.^.,  A^^,  A„„, Donc,  si,  pour  fixer  les  idées,  on 

suppose 

(82)  A^^.<A,3<A„„, 

on  pourra  prendre 


83) 


-»  >y> 


D'un  autre  côté,  comme,  dans  l'iiypothèse  admise,  le  Tableau  (11)  se 
réduira  au  suivant 


(84) 


[ 

^    \  o 

f    Axa,  O, 


S,      o,  O, 

As;~^,  O, 
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on  aura  évidemment 

ls  =  (A^^-.)(A,,-.)(A,„.-.)...(A.,-5-^^^--^^---^^^ 

^^■'^        '  ^{^X.-S){\yy~S){k,,^S){k,,,-S)... 

-Ky{^zz-s){kun-s)...-kl,{kyy-~s){Ku.-s)...-klMyy-s){^zz-s). 

puis  on  en  conclura,  en  désignant  par  S',  S",  S"',  ...  les  valeurs  de  S 
correspondantes  aux  valeurs  s'  =  ky  ,  s"=k^^,  /'=  A«„  de  la  variable  .v, 


S'  =:_  A1.,.(A,,  -  A^,.)  (A„„-  A^^). .  .<  o, 

\ 

(86) 


S"  =+  A1,(A,3  -  A^^)  (  A„„-  A,,). . .  >  o, 


I  8'^  =  -  A.^,„(A„„-  A,.^)  (A„„-  \,,)...<o. 

Enfin,  il  est  clair  que  S  se  réduira,  pour  ^  =  —  ce,  à  l'infini  positif,  et 
pour  ^  =  00,  à  (—  i)".  Donc,  si  dans  le  polynôme  S  on  substitue  suc- 
cessivement, au  lieu  de  s,  les  /^  +  i  valeurs 

(87)  -œ,  s'=\yy,  s"=A,„  s'"^A,u,  ...,  4-00, 

les  résultats  des  substitutions  seront  alternativement  positifs  et  néga- 
tifs. Donc  l'équation  (7)  offrira,  dans  l'hypothèse  admise,  n  racines 
réelles  qui,  prises  consécutivement  et  deux  à  deux,  renfermeront  entre 
elles  les  racines  de  l'équation  (29). 

Dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer,  les  quantités  S',  S", 
S'",  ...  ne  s'évanouiront  jamais  et,  par  conséquent,  une  même  valeur 
de  s  ne  pourra  vérifier  simultanément  les  équations  (7)  et  (81),  à 
moins  que  l'un  des  coefficients  A^.^.,  A^^^,  A^«,  ...  ne  se  réduise  à  zéro. 
Donc  la  fonction  entière  de  ces  coefficients,  désignée  par  K  et  déter- 
minée par  l'équation  (80),  offrira  ordinairement,  dans  le  cas  dont  il 
s'agit,  une  valeur  distincte  de  zéro.  Il  en  serait  de  même,  à  plus  forte 
raison,  si  aucun  des  coefficients  A^^^,  Aj.^.,  A^^.,  ...,  A^^,,  A^^,  ..., 
A;.,  ...  ne  s'évanouissait.  En  résumé,  la  quantité  K  ne  peut  être  iden- 
tiquement nulle,  et  vérifier  l'équation 

(88)  K=i:0, 
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quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  coefTicients  A^.^,  A^^, 
A  A       A  A 

Il  est  maintenant  facile  d'étendre  le  théorème  I  au  cas  où  quelques 
valeurs  de  la  variable  s  vérifieraient  à  la  fois  deux  des  équations  (36) 
prises  consécutivement.  Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que,  parmi 
ces  équations,  les  deux  premières,  savoir  S  =  o,  R=:o,  soient  les 
seules  qui  offrent  des  racines  communes.  La  condition  (88)  sera  rem- 
plie; mais  elle  cessera  de  l'être  généralement  si  l'on  attribue  à  l'un 
des  coefficients  renfermés  dans  la  fonction  K  un  accroissement  infini- 
ment petit  £.  Soient  AS,  AR  les  accroissements  correspondants  des 
fonctions  S  et  R.  Les  équations 

(89)  S  +  AS  =  o, 

(90)  R  +  AR=:o 

n'offriront  pas  de  racines  communes,  et  les  racines  de  la  dernière, 
rangées  par  ordre  de  grandeur,  seront  de  la  forme 

(91)  s'-\-As',     s"-{-As",     s"'-hAs"',     ...,     5(«-')+ A.v(«-i), 

As',  As",  As'",  . . .,  A^'""^^  désignant  des  quantités  infiniment  petites  qui 
s'évanouiront  avec  i.  D'ailleurs,  on  conclura  du  théorème  I  que  l'équa- 
tion (89)  admet  n  racines  réelles,  respectivement  comprises  entre  les 
limites 

(92)  —oc,     s'+As',     s"+As",     s'"-]- As'",     ...,     .ç(«-i'-+- A^f"-",     gc; 

et  cette  conclusion  subsistera  pour  des  valeurs  de  £  aussi  rapprochées 
de  zéro  qu'on  le  jugera  convenable.  Donc  elle  subsistera  encore  pour 
£  =  0,  c'est-à-dire  que  les  n  racines  de  l'équation  (7)  seront  réelles,  et 
renfermées  entre  les  limites  (78).  Seulement,  dans  le  cas  particulier 
dont  il  s'agit,  quelques-unes  des  racines  de  l'équation  (7)  pourront  se 
réduire  à  quelques-unes  des  quantités  s',  s",  s'",  . . .,  s^"'''\  qui  généra- 
lement leur  servent  de  limites. 

On  pourrait  raisonner  de  la  même  manière,  quelles  que  fussent, 
parmi  les  équations  (36),  celles  qui,  prises  consécutivement,  offri- 
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raient  des  racines  communes;  car  cela  ne  peut  arriver  que  dans  le  cas 
où  les  coefficients  A^^,  A^.^.,  A^^j,  ...;  A^^,  A^.^,  ...;  A,^,  ...  vérifienl 
une  ou  plusieurs  des  conditions 

(  98  )  K  =  o,         L  m  o,        M  =z  o,         . . . , 

L,  M,  ...  désignant  les  polynômes  dans  lesquels  se  transforme  K, 
lorsque,  du  système  des  variables  x,  r,  5,  . . .,  on  retranche  la  variable 
X,  ou  les  deux  variables  x,  y,  ou  les  trois  variables  x,  y,  :;,  etc. 
Or,  pour  que  les  conditions  (93)  cessent  d'être  vérifiées,  il  suffira 
d'attribuer  à  un  ou  à  plusieurs  des  coefficients  qu'elles  renferment  des 

accroissements  infiniment  petits  £,  z! ,  £", Soient  AR,  AS,  AQ,  ... 

les  accroissements  correspondants  et  infiniment  petits  des  fonctions 
S,  R,  Q,  ....  Le  théorème  I  subsistera  pour  les  équations 

(94)  S  +  AS  =  o 
et 

(95)  R-hAR  =  o,         0-i-AQ=.o, 

tandis  que  s,  z',  £",  ...  s'approcheront  indéfiniment  de  zéro;  et,  par 
conséquent,  il  continuera  de  subsister  pour  les  équations  (7)  et  (7G), 
au  moment  où  £,  £',  t",  ...  s'évanouiront.  Seulement  alors  deux  des 
équations  (36),  prises  consécutivement,  pourront  avoir  des  racines 
communes. 

Si,  comme  on  l'a  déjà  fait,  on  nomme 

(10)  ,Ç,,       S-i,       ^3,        ...,       *rt-t»       s,i 

les  racines  de  l'équation  (7),  et  si  on  les  suppose  rangées  par  ordre  de 
grandeur,  deux  de  ces  racines,  prises  consécutivement,  par  exemple 
•^OT<'t  ^,„+,,  ne  pourront  devenir  égales  entre  elles  sans  coïncider  avec  la 
racine  s'"''^  de  l'équation  R  =  o  ou  P^j.=  o.  Donc,  si  l'équation  (7) 
admet  des  racines  égales,  chacune  d'elles  vérifiera  encore  la  formule 
Pj.^=z:  o  que  l'on  obtient  à  la  place  de  l'équation  (7),  lorsque  du  sys- 
tème des  variables  x,y,z, . ..  on  retranche  la  variable ic.  Pareillement, 
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chacune  des  racines  égales  vérifiera  les  formules 


—  o, 


Pz.^O, 


que  l'on  obtient  en  retranchant  du  système  ce,  y,  z,  .  ..  la  variable  j, 
ou  la  variable  z,  etc.  En  général,  si  deux,  trois,  quatre,  etc.  racines  de 
l'équation  (7)  deviennent  égales  entre  elles,  chacune  de  ces  racines 
fournira  évidemment  une  valeur  de  s  propre  à  vérifier,  non  seulement 
l'équation  (7),  mais  encore  toutes  celles  qu'on  en  déduit,  lorsque  du 
système  x,  y,  z,  ...  on  retranche  une,  deux,  trois,  etc.  variables  arbi- 
trairement choisies.  Alors  aussi  les  coefficients  A^^,  A^.^.,  A^^,  . . .;  A, y» 
A^^,  . . .;  A,,,  . . .  satisferont  à  une  ou  à  plusieurs  des  conditions  (9'3). 
Mais  ces  conditions  cesseront  d'être  vérifiées  et,  par  conséquent,  les 
racines  de  l'équation  (7)  deviendront  toutes  inégales,  si  l'on  attri- 
bue aux  coefficients  renfermés  dans  les  premiers  membres  des  for- 
mules (93)  des  accroissements  infiniment  petits. 
Soient  encore 


(16)    X,,    ji,    ^1, 


y«,    -^2» 


des  systèmes  de  valeurs  de  x,  y,  z,  . . .  correspondants  aux  valeurs  s,, 
s.,,  ...,  Sn  de  la  variable  s,  et  choisis  de  manière  à  vérifier  les  for- 
mules (3)  et  (10),  en  sorte  qu'on  ait 


(9^i) 


\  A 


^1)  J,    -h  AyzZi-h...=  0 


(96) 


('    [Axjc —  S^jJC^  - 


'•^r. 


l'a  +  Ax.:-2  -h.  .  .  =  0 


•^2)72  -+-  Ay:Z^  +.  .  .: 


AxZ-J^i    -h    AyzVi    -f-    (A;; 


Z,  H-- 


(96) 


\Axx  -^n)  ^n  "^  AxyJ  n  +  A^;  Z^-\-  .  .  .  —  O 
AxyXn-^  (Ayy—  ^/i)/"  +  A^z^n-^  •  •  .  =  0 
Axz^,i+  Ayzyn+  (A;:  —  5„)-S„H-.  .  .  =:  O 
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et,  do  plus, 

/  a;l-hyi  +  zl  +  ...=  i, 

\  a:l-hy:,-]-z.l-h...  =  i, 

(97)  ;  ' 

•:■■■;■■■-, ' 

'  •3^/;  +  .)'/!  + -«  +  •••  = '• 

Si  la  fonction  de  A.r^,  A^^,  A^.;,  ...;  A^.^,  A,;,  ...;  A-.,  ...,  ci-dessus 
désignée  par  K,  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  des  racines  de  l'équation  (7) 
ne  pourront  être,  ni  égales  entre  elles,  ni  propres  à  vérifier  l'équa- 
tion (29);  et  les  quantités  (iG),  ainsi  que  nous  l'avons  fait  voir,  se 
trouveront,  aux  signes  près,  complètement  déterminées  par  les  for- 
mules (28).  Ajoutons  que  ces  quantités  satisferont  à  toutes  les  équa- 
tions comprises  dans  le  Tableau  (22).  Cela  posé,  si,  en  désignant  par 

u,         /;,         ^,  ... 

(le  nouvelles  variables  dont  le  nombre  soit  /i,  on  attribue  à  oc,  y,  z,  . .. 
les  valeurs  que  déterminent  les  formules 

/  a^  =1  jTiç -h  ■Xifi -Jr  a-^^ -h  .  .  ., 
)  Z  —  :;,  ^  -r-  ^2-^/  +  -3  C  +  •  •  • . 


on  aura,  en  vertu  des  équations  (22), 

(  99  )  ^ 2  +  y  2  +  c  -  4-  .  .  .  --^  ;  -  4-  Ti  '-  +  C  ^  +  .  .  .  ; 

puis,  en  verlu  des  équations  (96),  respectivement  multipliées  par;, 
•     les  autres  par  r^,  les  autres  par  'Ç,  . . . ,  et  ajoutées  entre  elles, 

)  Aj;j,^  +  A^^j +Aj,;- -h.  .  .  =  .ç,}-iï +  52  72^1-1- 5373Ç +••  •. 
i  \xz^  +  A^.;  y  4-  A;;  --+-...  —  5,  x;, i  -i-  ^2  ^î'n  4-  5,  CjC  h-  •  •  • , 
\  

JMitin,   en   ayant   égard   aux  formules  (22),   on  lirera  :   1°  des   for- 
mules (98)  respectivement  multipliées  par  a?,,  v,,  r,,  ...,  ou  par  iTa» 

OEuvrcs  de  C.  —  S.W,  l.W.  20 
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>',,  -2»  •••>  OU  para?.,,  J3,  ^3,  ...,  et  ajoutées  entre  elles. 


(lOl) 


2«(les  équations  (100)  respectivement  multipliées  pour ^,7,  z,  ...,  et 
ajoutées  entre  elles, 

i    ^ar.r^-+A3.^j2_^  A;;52^... 4-2  A^j..277-f  2Aa:->r5  -4-... 4-  2Aj.- >-:;+... 
(102)        <  -^    "^ 

il  suffira  donc  généralement  de  lier  les  variables  x,  y,  z,  ...  aux  va- 
riables L  7],  L,  . . .  par  les  formules  (98),  pour  que  les  équations  (99) 
et  (102)  soient  simultanément  vérifiées.  Cette  remarque  entraîne  évi- 
demment la  proposition  suivante,  que  j'ai  donnée  dans  le  dernier  Vo- 
lume des  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  (  *). 

Théorème  IL  —  Étant  donnée  une  fonction  homogène  et  du  second 
degré  de  plusieurs  variables  x,  y,  z,  ...,  on  peut  toujours  leur  substituer 
d'autres  variables  ^,  7],  'Ç  ...  liées  à  x,  y,  z,  ...  par  des  équatiojis 
linéaires  tellement  choisies  que  la  somme  des  carrés  de  x,y,  z,  ...  soit 
équivalente  à  la  somme  des  carrés  del,'(\X,  -  •  • ,  et  que  la  fonction  donnée 
de  X,  y,  z,  ...  se  transforme  en  une  fonction  del,  r^/Ç,  ...  homogène  et 
du  second  degré,  mais  qui  renferme  seulement  les  carrés  de  ^,  y],  '(, 

La  démonstration  du  théorème  II,  ci-dessus  indiquée,  suppose  à  la 
vérité  que,  dans  la  fonction  donnée,  les  coefficients 

^XXI  Aj..y,  A^,-;,  ...;  A_y-y,  Ay-,  ...;  A;;,  ,,. 

ne  satisfont  pas  à  la  condition  (88).  Mais,  si  cette  condition  était  vé- 
rifiée, il  suffirait,  pour  qu'elle  cessât  de  l'être,  d'attribuer  à  Tun  des 
coefficients  dont  il  s'agit  un  accroissement  infiniment  petit  £;  ef, 
comme  on  pourrait  faire  converger  £  vers  la  limite  zéro,  sans  que  le 

(1)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  I,  T.  II. 
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théorème  II  cessât  de  subsister,  il  est  clair  qu'il  subsisterait  encore  au 
moment  où  £  s'évanouirait. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  variables  x,  y,  z  sont  au  nombre  de 
trois  seulement,  l'équation  (7)  se  réduit  à  celle  qui  se  représente  dans 
diverses  questions  de  Géométrie  et  de  Mécanique,  par  exemple,  dans 
la  théorie  des  moments  d'inertie;  et  le  théorème  I  fournit  les  règles 
que  j'ai  données  dans  le  IIP  Volume  des  Exercices  (')  comme  propres 
à  déterminer  les  limites  des  racines  de  cette  équation.  Alors  aussi  les 
équations  (22)  sont  semblables  à  celles  qui  existent  entre  les  cosinus 
des  angles  que  forment  trois  axes  rectangulaires  quelconques  avec  les 
axes  coordonnés,  supposés  eux-mêmes  rectangulaires,  et  le  théo- 
rème II  correspond  à  une  proposition  de  Géométrie,  savoir  que,  par  le 
centre  d'une  surface  du  second  degré,  on  peut  mener  trois  plans  per- 
pendiculaires l'un  à  l'autre,  et  dont  chacun  la  divise  en  deux  parties 
symétriques. 

J'observerai,  en  terminant  cet  article,  que,  au  moment  où  je  n'en 
avais  encore  écrit  qu'une  partie,  M.  Sturm  m'a  dit  être  parvenu  à  dé- 
montrer fort  simplement  les  théorèmes  I  et  II.  11  se  propose  de  publier 
incessamment  le  Mémoire  qu'il  a  composé  à  ce  sujet,  et  qui  a  été  offert 
à  l'Académie  des  Sciences  le  même  jour  que  le  présent  article. 

(')  UEuvres  de  Caucliy,  S.  II,  T.  VIII,  p.  io3  et  suis. 
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Soit  f{z)  une  fonction  qui  s'évanouisse,  lorsqu'on  attribue  à  la  va- 
riable z  (les  valeurs  infinies  réelles  ou  imaginaires.  On  pourra,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  déterminer  le  résidu  intégral 

(1)  i((/(^-))). 

ou  plutôt  la  valeur  principale  de  ce  résidu,  à  l'aide  des  théorèmes  I, 
il,  III,  IV  des  pages  255,  258,  274  et  27G  du  IP  Volume  (').  Toutefois, 
les  démonstrations  que  nous  avons  données  de  ces  théorèmes  suppo- 
sent implicitement  que,  parmi  les  racines  de  l'équation 

('>  .7rô  =  ''' 

celles  dont  les  modules  ne  surpassent  pas  un  nombre  donné  R  sont 
en  nombre  fini  [voirXa^  pages  247  et  248  du  II'  Volume  (-)l.  Or  cette 
condition  n'est  pas  toujours  satisfïiite,  et  il  peut  arriver,  par  exemple, 
(fue  l'équation  (2)  offre  une  infinité  de  racines  très  peu  différentes  de 
zéro.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  d'étendre  les  théorèmes  ci- 
dessus  mentionnés  au  cas  dont  il  s'agit. 

Concevons  que  l'équation  (2)  offre,  non  seulement  une  infinité  de 

(1)  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VII,  p.  3o'2,  3oj,  3-20,  3>.2. 

(2)  ïhid.,  p.  -294,  295. 
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racines  dont  1rs  inodnles  soient  très  considérables,  mais  encore  une 
infinité  de  racines  dont  les  modules  soient  très  petits.  Supposons 
d'ailleurs  que,  en  attribuant  au  module  r  de  la  variable 

(3)  z  =  r{ç,o<,p +  \'—i  ?>mp) 
des  valeurs  infiniment  petites 

(4)  P»    pi»    p2'    •••' 

on  puisse  les  clioisir  de  manière  que  le  produit 

(5)  z.f{z) 

devienne  sensiblement  égal  à  zéro,  quel  que  soit  d'ailleurs  l'angle  /;, 
ou  du  moins  de  manière  que  ce  produit  reste  toujours  fini  ou  infini- 
ment petit,  et  ne  cesse  d'être  infiniment  petit,  en  demeurant  fini,  que 
dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières  de  p.  La  somme 
des  résidus  de  /(:;)  correspondants  ii  celles  des  racines  de  l'équa- 
tion (2)  qui  offriront  des  modules  renfermés  entre  deux  nombres  finis 
r„,  R  se  trouvera  représentée  par  la  notation 

(R)        (Tl) 

(6)  l        ((/(--))), 

et  pourra  converger  vers  une  limite  déterminée,  tandis  que  ces  deux 
nombres  s'approcberont  sans  cesse,  le  premier  de  zéro,  le  second  de 
l'infini  positif.  Or  cette  limite  sera,  dans  l'bypotlièse  admise,  ce  que 
nous  appellerons  la  valeur  principale  du  résidu  intégral  ^^{{f {'■)))■ 
D'autre  part,  la  formule  (G'i)  de  la  page  212  du  1«"  Volume  (')  donnera 

(7)      '"'<:'"    ((/(^-)))  -  ~  /"'ReW-/(Re/n~)rfy._  -L  f   r,eH-f(r,eP.^^)r/p 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  prend  successivement  pour  /„  les 
différents  termes  de  la  série  (4),  l'intégrale 

(8)  f   r,e"^~f(r,e"\/~^)dp 

(')  OEwres  de  Camhv,  S.  Il,  T.  Vl,  p.  26'». 
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convergera  évidemment  vers  une  limite  nulle,  et  l'expression  (G)  vers 
une  limite  correspondante,  déterminée  par  la  formule 

(9)  ""^Î;.""    iifi-)))=:^-  f   Re'/'v^/(Re/'v^')^/^ 

qui  est  semblable  à  l'équation  (iG)  de  la  page  2^9  du  IF  Volume  (*). 
Cela  posé,  il  ne  restera  plus  qu'à  faire  converger  R  vers  la  limite  ce 
pour  obtenir,  dans  l'hypothèse  admise,  le  théorème  I  de  la  page  2x5 
du  IF' Volume  (2). 

Supposons  maintenant 

c»)  /(=)  =  ^,  +  Tài+---^^'+-(--), 

et  admettons  que,  en  attribuant  au  module  r  de  la  variable  z  les  va- 
leurs infiniment  petites 

(^)  P,        pi,        p2,         ••■, 

on  puisse  les  choisir  de  manière  que  le  produit 

(II)  ^-r^iz)      ■ 

devienne  sensiblement  égal  à  zéro,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  rap- 
port j,  ou  du  moins  de  manière  que  le  produit  reste  toujours  fini  ou 
infiniment  petit,  et  ne  cesse  d'être  infiniment  petit,  en  demeurant  fini, 
que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières  du  rapport  -• 
Alors,  au  lieu  de  la  formule  (9),  on  obtiendra  la  suivante 

puis,  en  substituant  à  la  fonction  nj(^)  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (10),  et  raisonnant  comme  on  l'a  fait  à  la  page  230  du  IP  Vo- 
lume (^),  on  retrouvera  encore  la  formule  (9)  et  le  théorème  ci-dessus 

(1)  OEiwres  de  Cauchy ,  S.  II,  T.  VII,  p.  296. 

(2)  Ih'id.,  p.  3o2. 

(3)  Ihid.,  p.  297. 
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mentionné.  Seulement  le  résidu  de  /(^),  relatif  à  ::  =  o,  devra  être 
eonsidéré  comme  faisant  partie  de  la  somme  désignée  par  la  notation 
^((/{^)))f  et  comme  équivalent  à  la  constante  A;„„,,  dans  le  cas 
même  où  la  fonction  tj(z)  deviendrait  infinie  pour  une  valeur  nulle 
de  z.  Par  conséquent,  dans  l'hypothèse  admise,  il  faudra,  pour  ohtenir 
la  valeur  principale  du  résidu  intégral  ^((/(^■)))j  ajouter  la  constante 
A„,_,  à  la  limite  vers  laquelle  convergera  l'expression  (G),  tandis  que 
les  nombres /'o,  R  s'approcheront  indéfiniment,  le  premier  de  zéro,  le 
second  de  l'infini  positif. 

On  étendrait  avec  la  même  facilité  les  théorèmes  II,  III,  IV  des 
pages  9.jS,  274  et  27G  du  11^  Volume  (')  au  cas  où,  la  fonction  /(z  ) 
étant  déterminée  par  la  formule  (10),  le  produit  zry(z)  remplit,  pour 
des  valeurs  infiniment  petites  de  la  variable  z,  les  conditions  précé- 
demment énoncées. 

Pour  vérifier  sur  une  valeur  particulière  de  la  fonction  /(z)  les 
remarques  que  l'on  vient  de  faire,  supposons 

.    b 

.  sin  - 

cos  - 

a  et  h  désignant  deux  constantes.  L'équation  (2)  aura  pour  racines  le> 
valeurs  de  z  comprises  dans  les  deux  séries 

(■4)  ±ï^v-..  ±^„\'-''  ^^rJ^''   ■■■• 

(.5)  ±i^,  ± 

t: 
De  plus,  le  produit  (j),  ou 

(16)  zf{z) 

deviendra  infiniment  petit  :  i**  pour  les  valeurs  infiniment  grandes 

(')  OEui'res  de  Cauc/iy,  S.  Il,  T.  VU,  p.  3oj,  3io,  322. 


1b 

5r' 

.     b 

(,UZ 

—  e' 

-*> 

—    çUZ 

-f-  e- 

b 

cos- 
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(le  z-,  dont  les  modules  différeront  sensiblement  de  ceux  des  expres- 
sions (i4);  2°  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  z-,  choisies  de 
manière  que  les  modules  correspondants  de  -  diffèrent  sensiblement 
de  ceux  des  expressions  (ij).  Cela  posé,  il  suit  de  ce  qu'on  a  dit  plus 
liant  que  le  théorème  I  de  la  page  255  ou  plutôt  le  théorème  II  de  la 
page  258  du  IP  Volume  (')  subsistera  pour  la  fonction  (i3).  On  aura 
donc 

(■7)  <i'(      Je^^--7.    11  =  °' 

\  \  ^os  - 

pourvu  que  l'on  considère  le  résidu  intégral 


-    ga-  _,_  g- 


comme  représentant  la  limite  vers  laquelle  converge  l'expression 

.     /A  \ 


-  £«-._!_  g- 

cos  -  / 


tandis  que  les  nombres  r^,  R  s'approchent,  le  premier  de  zéro,  le 
second  de  l'infini  positif.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  constater  l'exacti- 
tude de  la  formule  (17);  car  on  a 


Slll    - 

-  gaz  __  g 


(,8)      r ::  _         .  ^ 


(•9)      / 


e"-—  e-"-  .     z  A/e^— e^         i  e^'^'  —  e 


O  -(e«- 4- e-"-)   //         h\\        t.\1!!!l        -tlli        3    ^ 


et,  en  combinant  entre  elles  par  voie  d'addition  les  deux  équations 
qui  précèdent,  on  reproduit  évidemment  la  formule  (i  7). 

(')  OKiwves  de  Cauclij ,  S.  11,  T.  Vil,  p.  "ioi  et  3o5. 
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Supposons  maintenant 


(20) 

Le  produit 

(21) 

.    b 

„.  sni  - 

/■(-)  — 

COS  - 

A» 

.    h 

COS  - 

sera  encore  infiniment  petit  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  -, 

choisies  de  manière  que  les  modules  correspondants  de  -  difTerent 

sensiblement  de  ceux  des  expressions  (i5).  Mais  ce  même  produit 
cessera  de  s'évanouir  et  deviendra  généralement  égal  à  ±  />  pour  des 
valeurs  infiniment  grandes  de  z,  savoir  à  +  b,  si  la  partie  réelle  de 
l'exposant  az  est  positive,  et  à  —  ^,  si  la  partie  réelle  de  l'exposant  az 
est  négative.  Ajoutons  que  le  produit 

(,.)  ^/(.) -/(--) 

se  réduira  évidemment  à  zéro.  Cela  posé,  le  théorème  III  de  la  page  27/i 
du  IF  Volume  (  '  )  donnera 


(23) 


Pour  constater  l'exactitude  de  celte  dernière  formule,  il  sulHt  d'obser- 
ver que  les  résidus  partiels  compris  dans  le  résidu  intégral 


(24; 


sont,  deux  \\  deux,  égaux,  mais  affectés  de  signes  contraires. 

(•)  OEuvra  de  Caucliy,  S.  II,  T.  VII,  p.  Sao. 

OEuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  IX.  26 
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Supposons  ontin 


(25) 


cos 


sin  - 


L'équation  (2)  aura  pour  racines  les  valeurs  de  z  comprises  dans  la 
série  (i4)  et  dans  la  suivante  : 


b 

(56)                          ±-, 

De  plus,  le  produit 

-az 

( 

b 

b 

cos  - 

.     b 
sin  - 

Z 

gaz  _|_  g- 

-az 

b 

deviendra  intîniment  petit  :  i*'  pour  les  valeurs  infiniment  grand<'s 
de  z  dont  les  modules  différeront  sensiblement  de  ceux  des  expres- 
sions (i4);  2"  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  z,  choisies  de 
manière  que  les  modules  de  ^  diffèrent  sensiblement  de  ceux  des  ex- 
pressions (2G).  Cela  posé,  le  théorème  II  de  la  page  218  du  II*'  Vo- 
lume (')  subsistera  pour  la  fonction  (25),  en  sorte  qu'on  aura 


(28) 

et,  par  suite, 


=  0, 


(29) 


(1)  OEuvres  de  Cciuchf,  S.  II,  T.  VII,  p.  3o5. 


DE  QUELQUES   FONCTIONS.  203 

Si,  pour  abréger,  on  fait  'lah  =  r.x,  la  formule  (29)  deviendra  sini|)Ie- 
ment 

1  I  1  I  1  1 

-  .«•  X  y.r  «•  -.X-  —  r 

I    t'^    —  e   ^  i   e*    —  e    *  i   e*    — e   ^ 

_  _   _|_       -_  _       ^       _  j        !- .  .  . 

■^       -.!■  — I-  4       -x  .r  W      -.r  X 

e^    -H  e    2  e*    H-  e   *  e^    H-  e   ' 

(3o)     ' 

é^  -H  e~-*        I  \        I  /  e*    -f-  6'   '  3  \        \  l  e^    -^  e   "  o  \ 


\  e*    —  e   ^  /  \,  e'    —  e   ^  / 

En  remplaçant  dans  cette  dernière  x  par  xsj  —  i ,  on  en  tirera 

-tang — r-  ylang^  +  ^  tang-^  +. . . 

id.)       < 

\        1/3               ^  \        1/5               j:^'  \ 
cot>r    +  ô cot  77     H- col  -     + 

/        6  \x  6  /        0  \x  0/ 

11  est  bon  d'observer  que,  pour  établir  directement  la  formule  (3i  ), 
il  suffirait  de  prendre 

'  T.X 

ces 

(32)  /(5)r=-- 


COS.:;   \       .       T.X  7TJ7 

sin  — 

2  :; 


OU  bien  encore 


1     ces  — -f 

(33)  /(.)^i^ii!£l!  _4i)!_A(.)^:, 


,    .î  i    .     \t.x       nx  i 

coi{z.)-  /siri  = — j-  ( 


(s)-  désignant  l'une  quelconque  des  deux  valeurs  de  /  |)ropres  à  vé- 
rifier l'équation 

(34)  t*—z  —  o. 

En  etï'et,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  théorème  M  de  la  page  2j«S  du 
11^  V'olume  (')  entraînera  la  formule 

(35)  ^((/(c))):-z:0, 
(')  OEuvrcx  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VII,  p.  Jo:'). 
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(fui  se  réduira  simplement  à  l'équation  (3i).  Remarquons  d'ailleurs 
que,  dans  le  cas  où  la  fonction  f(^z)  est  déterminée  par  la  formule  (33), 
cette  fonction  devient  généralement  infinie  pour  une  valeur  nulle  de  z. 
Mais  comme,  dans  le  même  cas,  le  produit  ^f(z)  s'évanouit  avec  z,  la 
constante  précédemment  désignée  par  A,„_,  et,  par  suite,  le  résidu  de 
f{z-),  relatif  à  z  =  o,  doivent  être  censés  nuls. 

On  pourrait  faire  beaucoup  d'autres  applications  des  principes  ci- 
dessus  exposés.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  prenait  successivement 

.    b 

„,    .      .  sin  - 

I  iz)  cosa^  h 

cos  - 

b 

f,    ,  cos  - 

Hz)  cosaz 

^^^^  -^^^-'^  V{z)   ^maz  ~~V 

sin  - 


f(^),  F(3)  désignant  deux  fonctions  entières  de  z,  et  la  fraction  ~-^ 

étant  irréductible,  on  trouverait  :  i*^  en  supposant  le  degré  de  f(:?)  in- 
férieur au  degré  de  F(^),  et  la  fonction  F(::)  non  divisible,  ou  divi- 
sible une  fois  seulement  par  z, 

(38)  r(  (^^i^i!!l;  )V.o. 

2"  en  supposant  le  degré  du  produit  z-  i{z)  inférieur  au  degré  de  K(^), 
et  la  fonction  f(::)  divisible  par  s, 

(30)  r((iM£!i^!!lI 

^  <^  1    l   F(^)    sina-     .     b 

On  trouverait  de  même  :  i*'  en  supposant  le  degré  du  produit  -f(-) 
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inférieur  au  degré  de  F(:;),  et  la  fonction  F(::)  non  divisible  par  z, 

\\  cosaz  cos-  /  / 

2.°  en  supposant  le  degré  du  produit  z-  f(z)  inférieur  à  celui  de  V(z.), 
et  la  fonction  f(^)  divisible  par  z, 

(4,)  '-^/f*^'  '         ^^-" 


\  \  sina:;  sin  - 


On  obtient  des  résultats  dignes  de  remarque  en  développant  les  for- 
mules (38),  (39),  (4o)»  (4i)-  Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  prend 


s'agit  deviendront 


\\z-)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  z,  les  formules  dont  il 

cos  - 
...  P  /    /   cOSrts  :;  ({z'-)   \    \ 


(45) 
(46) 
et,  en  les  développant,  on  trouvera 


'.ab      ^\4aV      '\97rV  2«/>       ^\4^W      'UsttV 


/     -^  r,o„„...o„„M(r(2*))) 


7- J  tanga^tang- 
4  ^^  ^ 
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1  -^ ^- ^ COt i ^ ^^^^ col \ ^ '—r, col  Tï h  .  .  . 

(48)  /      I         t:  2         27;         d         Stt 

=-^rcoi«.c«,*<Mîi))), 

\  Q.   <^  Z  Z  ■ 

\  J^ — i ^ L  sec ^^^^^ — —^, — ^-^ — -  sec  — —  h — -^-^ — —^ — ^ sec  -i 


(49) 


-,  }   secassec-  ^^-^^ ■-, 

k^  z  z 


— ^ — '- ^ — ~  cosec ^ ~ ^ cosec 1 ^ — 5 — -^ — -  cosec  ^— 

(5q)     ^1  7Ï  2  2  71  o  0  71 

=  -  '   cosecas  cosec ' • 

1  <^  z         z 

Si  l'on  pose  dans  les  formules  (47)»  (49)  ci^=  h  =  — ,  et  dans  les 
formules  (48),  (  jo)  a^=h  ^=  ~x,  ces  quatre  formules  donneront 

\  ^: — L  tang 1 ., ^ — -  lang  —, 1 ^^ — -. lang  ■ 1- . 

(5i)       '  ^  '-^  ^  ^  -'  'O 

=  — -7  i   lang lang —  -^-L^ — - — -, 


(52) 


^ ^.CotTTO^^H ^-^-^ ^ ^COl 1 ^         .y ^ ^COl— - 

i  2200 


I     =-rcot...co.'^«I<iIli\ 

\  2  <^  Z  Z 


(53) 


sec •     '  ^ 


1 


)  ,  ...    '■( 

-  sec  -> 1 

6 

5 

/25^ 

\x\> 

-  sec 

10 

71     p       .      TiXZ      ,      TiX    ((  Hz-)  )) 

z=z—  y  \   sec  • sec  —  ^^^^^-^ — -^ y 

4  *^  2  2  ^         z 


(54) 
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cosecTTcT-  —  -^^ — ^ ^ cosec \ -^ — ^- cosec 

I  220 


f       = J  cosocTTo^'^  cosec ! 

\  2  ^-^  Z  Z 

Il  importe  d'observer  que,  dans  les  formules  (44)»  (45),  (4^)»  t^t  P^r 
conséquent  dans  les  formules  (4^)»  (49)»  (5<^)»  ('^2),  (^3),  (54),  la 
fonction  rationnelle  et  paire  f(-^)  doit  être  divisible  par:;^.  Ajoutons 
que  les  seconds  membres  des  équations  (47)»  (48),  (49)»  (5o),  (ji), 
(02),  (53),  (54)  s'exprimeront  en  termes  finis.  Donc  les  séries  que 
renferment  les  premiers  membres  de  ces  diverses  équations  pourront 
toujours  être  sommées  à  l'aide  du  calcul  des  résidus. 

Pour  appliquer  la  formule  (Cm)  à  des  valeurs  particulières  de  la 
fonction  f(:ï^),  faisons  successivement 

On  trouvera,  dans  le  premier  cas, 

\ -h -r-           T.Jc^        \   () -V- x''^           T.-r-        I   r)5 -h  ,r^           v:.r^  t.  .T.r 

(oo) itang H  7^ -,  tang— r  -  -^ ;  tang h.  .  .=  7  tang-  — 

et,  dans  le  second  cas. 


TT.r  TZ.V 


(•^6)    -— -slang-— -+-^  ;f----,  tang -^  +  ^-^—— .tang  ■      —     ' 


14- X*        "^    2         Sg  +  ^r^        "    6         5  25  +  J7'        °    lo       "■      4  \    :?Li        _2Li' 


<^ 


Au  reste,  on  déduirait  immédiatement  la  formule  (56)  de  la  for- 
mule (55)  en  substituant  à  la  variable  x  le  produit  xsj—  i.  Ajoutons 
que,  si,  dans  ces  formules,  on  pose  ^  =  i  ou  j?  =  ^,  on  en  tirera 

/  -       -î\ » 

^     ,       I  I    4  TT  I    12  T.  I    24.  7T 

(07)  -  +  ô  ^  tang^  -+-  -z  ^lang 1 ^  tang -7  +.  ..= 

^  '     T.       3o       °6       5i3  10       7  20       °i4 

/-ox     5.        7:       I  37,         71        I   loi  .         7:        I   107. 

(08)  ^  tang -5  4-  5  54lang-T  4-  -  — tang-, — 1 ^  lanj 

^      '     3       °8       3  3o       ''24       3   99  40       7  19^ 


-K 

r 

—  p 

*   1 

4 

i  -^ 

"    , 

\e» 

4-  e 

V 

T. 

71 

06 

4-. 

•  •  ^^ 

4' 
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^^5       ®  8       3  37       ''24       5  loi  40       7  197       "56 


Ti  l  e*  —  e    * 


ve*  +  e 


Supposons  encore 


r(^^) 


I 
^ 


On  conclura  des  formules  (5i),  (52),  (53),  (54) 


(60)    laiig 1-— 5 lang-7r-+-5 rtang 

j^2 ^  

OC-  q       .r-  25      o;'^ 


[/  zif         _!if\  2  ~| 

I  e'^  —e     -   \       ,        ^"-^ 
I  -^= ;;-    I  —  tang- —  I 


(61) 


I  I 

~i  TT^r^  3  ttjt"^  71  I      ^,  /e'^-^  +  e- 

,r^         4  2  ^-         q  3  8  1  \e""^—  e^ 


4  X'' 


9        ^■ 


(62) 


I 


sec 


710?== 


,    lia--             5  ,    t:^^ 

sec  -^ — I — 5 p  sec 


I  2  a;-        q  6  X-        2;)  10 

œ'^  9        x-  25       X- 


sec 


(63) 


-COSeCTTJ?^ 


r  J?' 


4     ^' 


cosec h  -T ■  cosec  -^ 

2         x^       q  3 

9      -^^ 


7rr/        2        \2'         ,  »      "1 
...=- —     — cosec-TTJ?   . 


Si,  dans  ces  dernières  équations,  on  remplace  ^-^  par^^  y/—  i,  on  ob- 
tiendra les  suivantes  : 


I         e  ^    —  e      ■-' 


3         6^"^  —  e      "• 


+ 


'  7:.r-  71.»' 

5         e~î^— e~~^ 


X-        2.) 


7r  .»-2  it  a.-s 


9        ^- 


(64)     ( 


Tl.r  7lj:'\  2 


7:^ 


,v'2__^    ,/2  )  _4sin2!i^ 


V^"^ 


8    /  !i£ 


e*^  +  (?    v-  _u  2  cos  --^ 


v/^ 
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T^Ji-  '  TTJ-  Tt.r» 


X-        9 


\^'^)        \  JC-  l\  X-  Q  X- 


9 


e 


4     [e^-^v'2-f-e-7t^v''2_2cos(7ra^V^2)]*  ' 


£  I 

3  I  5 


I     ZLi:       _?I-L'       J7^        9     —       -■'—       ^-       25    2Li: 


(66)     y 


TT  y/2 

e^-  +  e    ^   -\-  2C0S 


v/. 


(67) 


I 

2 

I 

X^ 
9" 

1 

3 

I 

^2            4       "" 

4-  +  ^-^  - 

—  e 

71  .»■■- 
2 

-  e 

71  J2 
3 

TT  2  —  (e'^-^v'2+e-7ra:v^^cos(^^^^ 
2  [e7:xv/2_^  g-7rxv/i"_  2  COS  (tTO:  V^'â)]''' 


Lorsque  clans  l'équation  (67)  on  écrit  y^  au  lieu  de  ^r,  on  retrouve  la 
formule  (17)  de  la  page  278  du  second  Volume  (').  Par  conséquent, 
cette  formule,  que  nous  avions  établie  par  un  calcul  contre  lequel  on 
aurait  pu  élever  quelques  objections,  est  parfaitement  exacte;  et  il  ne 
doit  rester  là-dessus  aucun  doute. 

(»)  OEiwrcs  de  Cauc/ij,  S.  II,  T.  VII,  p.  3 19. 
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PO  un 


L'ÉVALUATION  OU  LA  TRANSFORMATION  DES   PRODUITS 


D'UN  NOMBRE  FINI  OU  INFINI  DE  FACTEURS. 


Désignons  par  f(:;)  une  fonction  entière  de  la  variable  z,  et  par 

(i)  oc,     j3,     y,      ... 

les  racines  réelles  ou  imaginaires  de  l'équation 

(2)  f(5)  =  0. 

La  fonction  f(z)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(3)  f(-)^A-(3- a)  (.—  (3)  (.--■/).... 

Soit  d'ailleurs  j:  une  seconde  variable  distincte  de  z.  Si,  dans  l'éffua- 
tion  (3),  on  pose  successivement  z.  =  o,  z  =  x,  on  en  tirera 

(4)  f(o)  =  A'(-a)(-[3)(-7)..., 

(5)  [(^jc),=,k{x-^x){x-^){x-y)...; 

puis,  en  divisant  la  formule  (5)  par  la  formule  (4),   et  admettant 
qu'aucune  des  racines  a,  ^,  y,  ...  ne  soit  égale  à  zéro,  on  trouvera 

,^^  f(.*')        /         oc\  (        x\  (         X 
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Soient  maintenant  Y( z)  une  nouvelle  fonction  entière  de  z,  et 

(7)  ^•'     F-f    '•'>     ••• 
les  racines  de  l'équation 

(8)  F{z)  =  o. 

En  supposant  qu'aucune  de  ces  racines  ne  s'évanouisse,  on  trouvera 
encore 


(9) 


F( 


f^=(-f)(-^)(-f> 


Il  y  a  plus  :  si,  dans  la  fornnule  (6),  on  remplace  successivement  la  va- 
riable X  par  les  rapports  -,-,-,  •  •  • ,  on  en  tirera 


fif 


f(o) 


û: 


X 


(10) 


\    f(o) 


il) 

l(o) 


'- vx)\'- ji.)y- f,. 


-m-m--^- 


et,  par  suite, 


12  ç-^^ 

f(o)      f(o)      f(o) 


f)  <?) 


(■1 


-s)(-è)('-5 


^  \  I  oc 


W' 

('-£)(-ê)(-î^)-- 

De  même,  si,  dans  la  formule  (9),  on  remplace  successivement  la  va- 
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riahle  œ  par  les  rapports  -'  g  '  r'  '  "  '  '  ^n  en  tirera 


(12) 


Kl 

F(o) 
F(o) 


*^(o)      V     y>J\      yN\      V 


X  \  f  X 


et,  par  suite, 


'  <r)  Ki)  n^ 


(■3; 


F(o)     F(o) 

F(o) 

=(-S0 

/         x\ 

1^     ■^\ 

■••(-1) 

(-i.)(- 

X 

i'-^J 

('--) 

'W^ 

/      ^\ 

/       ^\  / 

X 

XI r 

I •      I- 



V      7>7 

V     yv-J  \ 

yv 

Donc,  attendu  que  les  seconds  membres  des  formules  (ii)  et(r3)  sont 
composés  des  mêmes  facteurs,  on  aura  définitivement 


(•4) 


^'?)<l)^f 


n  f  )  <i)  K7 


f(o)     f(o)      f(o)  F(o)     F(o)     F(o) 

Cette  dernière  formule,  de  laquelle  il  résulte  que  les  deux  produits 


f(o)      IXo)      f(o) 


Ff^JF^U'-" 


F(o)     F(o)     F(o) 


peuvent  être  transformés  l'un  dans  l'autre,  se  déduit  aisément  du  calcul 
des  résidus,  ainsi  que  nous  allons  le  faire  voir. 

Supposons  d'abord,  pour  plus  de  commodité,  qu'aucune  des  équa- 
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lions  (2)  et  (8)  n'offre  de  riicincs  égales.  Faisons  d'ailleurs 


(l5)  ^'=-F^~. 


fl-^]   f^\    f^*^ 


X  /     \  j^  /     v,  V 


f(o)     f(o)      f(o) 
et 


,jlil<i)!(i) 


^'^^  '^-   F(o)     F(o)     F(o) 

Si  la  valeur  de  x  est  assez  rapprochée  de  zéro  pour  que  la  partie  réelle 
de  chacun  des  rapports 


f(^i   f 


(j)   <?) 


f(o)       r(o)       f(o) 


reste  positive,  et  que  les  coefficients  de  y  —  •>  dans  les  logarithmes  de 
ces  rapports,  fournissent  une  somme  renfermée  entre  les  limites  —  -1 

-f-  -,  on  tirera  de  la  formule  (i5) 


u^\    f r^)    ((^ 


l   /  .       \/X   /  .       \   V 


(.7)  ,(P)  =  ,_^_i  +  u^_^  +  ,_.^^^_,_.... 

Ajoutons  que,  dans  tous  les  cas  possihles,  on  trouvera 

(.8)  ,(^p,=,[^i|]]^,[^|i].,,[,l|]^...,,v=i ,, 

le  douhle  signe  ±  devant  être  réduit,  dans  chaque  logarithme,  au 
signe  -h  ou  au  signe  —  suivant  que  la  fonction,  placée  à  la  suite  de  ce 
douhle  signe,  offrira  pour  partie  réelle  une  quantité  positive  ou  néga- 
tive, et  ±  «désignant  une  quantité  entière  convenablement  choisie.  Si 
maintenant  on  différentic,  par  rapport  à  r,  les  deux  membres  de  la 

(')  On  clahlit  sans  peine  la  formule  (18)  à  l'aide  des  principes  exposés  dans  ï Analyse 
algébrique,  Cliap.  IX  ('^). 

(«1  OEui'ies  de  Cttiichy,  S.  Il,  T.  III. 
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formule  (17)  ou  (18),  on  en  conclura 


^  f'dj        r(  -  )       f'(  - 


On  trouvera  de  même 


D'ailleurs  le  second  membre  de  la  formule  (19)  peut  être  représenté 
par  l'une  quelconque  des  deux  expressions  équivalentes 

^        '  <^Z      JX\     ((F(3)))'  C^Z 


^\   ((F(s)))  <^z   ï{z)  /Vp/o^ 


dont  on  obtient  la  dernière  en  remplaçant  dans  la  première  z  par  - 


ci'-'' 


ot  multipliant  la  fonction  sous  le  signe  J^  par  ,.  =  —  — ,  confor- 
mément aux  règles  tracées  dans  le  premier  Volume  (p.  1G7  et  suiv.)  (') 
pour  le  changement  de  variable  indépendante  dans  le  calcul  des  résidus. 
De  même,  le  second  membre  de  la  formule  (20)  peut  être  représenté 
par  l'une  quelconque  des  deux  expressions  équivalentes 

ri'^À    ..,  .  f^^ 


p  I        \z)      i^z)  _çi    ¥\z) 

^"'^  C.Z    p/x\   ((!•(:.)))'  <^'z    Y{z)    hJœ 

Cela  posé,  on  tirera  des  formules  (19)  et  (20) 

^^"^^       V  dx       Q  dx  ~^z    Jx\   (X>^^z)))      ^z   \<{z)  nj^\\\ 
(»)  OEuvrcs  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VI,  p.  210  el  Suiv. 


!>/'  ^ 


USAGE  DU  CALCUL  DES   RÉSIDUS  ETC.  215 

ou,  plus  simplement, 

^^^^  P  dx       Q  dx       ^ 

attendu  que  la  fraction 

(25) 


.f(f)F(.) 


ne  deviendra  pas  infinie  pour  une  valeur  nulle  de  z-.  EfTectivement,  si 
l'on  nomme  m  le  degré  de  la  fonction  entière  f(  -  ),  la  fraction  (2,11) 
pourra  être  considérée  comme  le  produit  des  deux  rapports 


(26) 


^K?) 


X 


F'(-) 
■'      F(^' 


qui,  pour  des  valeurs  nulles  de  z,  ou  des  valeurs  infinies  de  -»  se  ré- 

I   •       .    I  •      <    '«^  I  1^1  .     »     f    •     ^'(<^) 

(luiront,  le  premier  a  -—  =  w,  le  second  a  la  constante  tinie    pT^yr* 

D'un  autre  côté,  comme  des  valeurs  infinies  de  z  réduiront  le  rappori 
à  la  constante  finie  -è—^^  et  les  expressions  (  2G  )  ainsi  que  le  produit 

l(o)  *  ' 


de  la  fonction  (-25)  et  de  la  variable  z  à  zéro,  on  aura,  en  vertu  de  la 
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formule  (64)  de  la  page  23  du  V  Volume  (*), 


^-<f)^(= 


et,  par  suite,  l'équation  (24)  donnera 

,  o    V  1    r/P         I   dQ 

(3o)  ^  =0 

^       ^  P  da;        Q  du: 

Or  cette  dernière,  multipliée  par  jzdx,  devient 
(3.)  rf(|)=o; 

puis,  en  l'intégrant  à  partir  de  ^r  =  o,  et  observant  que  chacune  des 
fonctions  P,  Q  se  réduit  à  l'unité  pour  une  valeur  nulle  de  x,  on 
trouve 

(32)  |-I  =  0,  P=:Q 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

f(o)      l-(o)      1X0)  E(o)     F(o)      F(o)  '■*' 

La  formule  (i4)  ainsi  établie,  dans  le  cas  où  les  racines 

a,     |3,     y,     ...  ;     >.,     /^,     v,     . . . 

sont  toutes  distinctes  les  unes  des  autres,  subsistera  évidemment 
quelque  petites  que  soient  les  différences  de  ces  mêmes  racines,  et 
par  conséquent  elle  continuera  de  subsister  dans  le  cas  même  ou  plu- 
sieurs de  ces  racines  deviendraient  égales  entre  elles. 

Si  l'on  désignait  par  ^  une  valeur  particulière  de  la  variable  x,  on 

(')  CEuvres  de  Caiwhj,  S.  II,  T.  VI,  p.  36. 
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tirerait  do  la  formulo  (  i4),  en  posant  x  =  1, 


f,.)f(i^fm    Y(^)Fa)Fa 


(33) 


a/      \t^/      \7 


f(o)      f(o)     f(o)        -     F(o)     F(o)     F(o) 
puis,  en  divisant  la  formule  (i4)  par  la  formule  (33),  on  trouverait 

(34)     MM'B-^^"^"^ 


f{^]   f(M  F(-]  F(|^  F^^ 


Concevons  à  présent  que  les  fonctions  f(^),  f(^-)  cessent  d'être 
entières.  Mais  admettons  qu'elles  restent  finies  et  continues,  ainsi  que 
leurs  dérivées  des  divers  ordres  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  z. 
Supposons  d'ailleurs  :  i"  que,  pour  chacune  des  deux  équations 

(35)  Hz)=o, 

(36)  •  F(3)  =  o, 

les  racines  différentes  de  zéro  soient  inégales  entre  elles;  2''  que, 
parmi  les  mêmes  Tacines,  celles  qui  off^rent  des  modules  inférieurs  à 
une  limite  finie  R  soient  en  nombre  fini,  et  représentées,  pour  l'équa- 
tion (3,")),  par 

(37)  a,     ^,     y,      ..., 

pour  l'équation  (3G),  par 

(38)  }.,     f.,     V,     .... 
Si  l'on  prend 


(39)    9i^) 


la  fonction  o{x)  restera  évidemment  finie  et  continue  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  .r  qui  offriront  des  modules  infé- 

CEuvres  de  C.  —  S.  M,  l.  IX.  0,8 


X  z=  7.^, 

X  ^  ap., 

X  =z  av, 

X  =  ^l, 

X  =.  (3^, 

X=^^J, 

X  =  yl, 

X  =  yix, 

X  —  yv, 
» 
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rieurs  à  R.  En  effet,  parmi  ces  valeurs  de  x,  celles  que  renferme  la 
suite 


(4o) 


seront  les  seules  qui  puissent  rendre  infinies  quelques-unes  des  frac- 
tions comprises  dans  le  second  membre  de  la  formule  (ig),  en  faisant 
évanouir  leurs  dénominateurs.  D'ailleurs,  pour  chacune  de  ces  va- 
leurs, deux  fractions  deviendront  infinies  simultanément,  mais  leur 
différence  restera  finie.  Ainsi,  par  exemple,  pour  x  =  oCk,  les  deux 
fractions 


deviendront  infinies  en  même  temps.  Mais  leur  différence  ou  le  rap- 
port 

Kf)<^)-^'(-:)^(j 


<i)^ 


iî 


conservera  une  valeur  finie,  qui,  en  vertu  d'un  théorème  connu  de 
Calcul  infinitésimal,  sera  la  même  que  celle  du  rapport 

^•(f)K-:)-^K-:)Kf 


.f'if    F'î 


et,  par  conséquent,  égale  à 

un  1  fi  r-(a)       T  F^(^)] 

^^^'  2  LX  l'(a)        a  F'(À)J' 

Cela  posé,  faisons 

(45)  y  =  ^{x)  =  e   ^ 
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^  désignant  une  valeur  particulière  de  la  variable  x.  La  fonction  '|(a^), 
ainsi  que  o(a^),  restera  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
dont  le  module  sera  inférieur  à  l'unité  ;  et  l'on  aura,  pour  x  =  '^, 

(46)  J  =  ^(ç). 

De  plus,  la  formule  (45)  donnera  généralement 


(47)  g=^'(^)  =  o(a:)e''' 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 


■■fo{x) 


.,._i-'(l)    '-'(i)^!!!)^     n^j    n?)    ^7 


Ainsi,  la  fonction  de  x,  représentée  par  j  ou  ']^(x),  devra  remplir  la 
double  condition  de  se  réduire  à  l'unité  pour  ^  =  ^,  et  de  vérifier,  quel 
que  soit  iT,  l'équation  diff'érentielle  linéaire  (4?)  ou  (4^)-  Or,  cette 
équation  n'admettant  pas  d'intégrale  singulière,  la  double  condition 
dont  il  s'agit  sera  remplie  tant  que  les  modules  de  ^  et  de  x  resteront 
inférieurs  à  II.  Donc,  puisqu'on  vérifie  encore  cette  double  condition 
en  prenant 

les  valeurs  de  j,  fournies  par  les  équations  (4  >)  et  (49)»  seront  néces- 
sairement identiques,  en  sorte  qu'on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de 
X  et  de  ^  dont  le  module  ne  surpassera  pas  R, 


(5o) 


iï)  il)  '{^)  K^)  '{P  '"' 
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ou,  ce  qui  roviont  au  même, 


(5i) 


(X)  djc 


Si,  clans  la  dernière  formule,  on  pose  H  =  o,  elle  donnera 

'^     ^         f(o)      r(o)     IXo)  F(o)     F(o)      F(o) 

Désignons  maintenant  par/(^)  une  fonction  semblable  à  celle  qui 
est  renfermée  sous  le  signe  ^  dans  la  formule  (29),  en  sorte  que  l'on 
ait 


(53)  /(.') 


.-f(fJF(.^) 


Supposons,  de  plus,  que  la  fonction  (53)  ouy'(^)  puisse  être  décom- 
posée en  deux  parties,  dont  la  première  soit  la  somme  de  plusieurs 
termes  réciproquement  proportionnels  à  des  puissances  entières  de  r-, 
et  dont  la  seconde,  multipliée  par  z-,  fournisse  un  produit  qui  s'éva- 
nouisse pour  certaines  valeurs  infiniment  petites  de  .:■.  Si,  en  attri- 
buant au  module  r  de  la  variable  z  des  valeurs  infiniment  grandes,  on 
peut  les  choisir  de  manière  que  l'une  des  fonctions 


(54)  zf{z)^ 


f'(  -  )  F'(.-) 


(55)  z 


2  2 


devienne  sensiblement  égale  à  une  expression  déterminée  ^,  quel  que 
soit  d'ailleurs  le  rapport  -»  ou  du  moins  de  manière  que  l'une  des  dif- 
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férences 


(56)  --— ^, 


(5-) 


^[f(f)F(=)''f^-f)F(-.)J 


reste  toujours  finie  ou  infiniment  petite,  et  ne  cesse  d'être  intiniinent 
petite,  en  demeurant  finie,  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs 

particulières  du  rapport  -;  alors,  en  vertu  du  théorème  énoncé  à  la 
page  274  du  11*^  Volume  ('),  et  des  principes  établis  dans  l'article  pré- 
cédent, on  aura 

(58)  ^((/(^)))==# 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 


pourvu  que  l'on  réduise  le  résidu  intégral  compris  dans  l'équa- 
tion (58)  ou  (39)  à  sa  valeur  principale.  Si  d'ailleurs  on  attribue  au 
nombre  ci-dessus  désigné  par  R  une  valeur  infinie,  les  séries  (37)  et 
(38)  renfermeront  toutes  les  racines  des  équations  (35),  (3G),  ou  du 
moins  toutes  celles  qui  ne  se  réduiront  pas  à  zéro.  Alors,  en  supposant 
ces  mêmes  racines  rangées  d'après  l'ordre  de  grandeur  de  leurs  mo- 
dules, et  désignant  par 

f{?)  F'(^)      , 
(60)  ^  =  L 


(?) 


F(.^) 


((--)) 


le  résidu  partiel  de  /(z)  relatif  à  z    -  o,  en  sorte  (jue  —  représente  le 

(  '  )  CEuvres  de  Cauc/ij,  S.  11.  T.  VIL  p.  iio. 
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terme  réciproquement  proportionnel  à  z  dans  la  fonction  f{z),  on 
trouvera 


'(S)  ^<î)  ^^(f 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(62)  ■  /,!    (        \;x    ^  I    |=X  +  o(^); 

puis,  en  combinant  l'équation  (62)  avec  les  formules  (59)  et  (30),  on 
en  conclura 

(63)  (p(^)  =  #_X, 


Donc,  si,  dans  le  produit 

>■/   V^/ Ali       V«/    V{5/    \y 


(iZ){(-)r(-)     Yf^AFd)  F(^ 


(65) 


n}^{^^{i)  ^(S)^(3^''^ 


on  fait  entrer  toutes  les  fractions  de  la  forme 


'■(?)     Kl) 

;^.-    ou    — ^ — 


et  correspondantes  à  celles  des  racines  a,  [5l,  y,  . . . ,  A,  a,  v,  ...  qui 
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offrent  des  modules  inférieurs  au  nombre  R,  il  suffira  d'attribuer  à  R 
des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes,  pour  que  le  produit  (Gj)  con- 
verge vers  une  limite  finie  équivalente  à  l'expression 


(66)  e 


\)dx 


et  l'on  obtiendra  la  formule  (64),  en  considérant  le  premier  membre 
de  cette  formule  comme  composé  d'une  infinité  de  facteurs.  On  aura 
par  suite 

^,.^  iS'iîï^Ê  _ Kl) !© !(!)  X''-'- 


Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que,  pour  chacune  des  équations  (35), 
(36),  les  racines  différentes  de  zéro  étaient  inégales  entre  elles.  Mais 
la  démonstration  que  nous  avons  donnée  de  la  formule  (64)  ou  (67) 
peut  être  facilement  étendue  au  cas  même  où  les  équations  dont  il 
s'agit  offriraient  des  racines  égales  qui  ne  seraient  pas  nulles.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  n  racines  de  l'équation  (36)  deviennent  égales 
à  T.,  en  sorte  qu'on  ait,  non  seulement 

(68)  ¥{l)=o, 

mais  encore 

(69)  F'(X)  =  o,         F''(>.)=o,         ...,        F(«-')(X)=:o. 

La  somme  des  fractions  correspondantes  à  ces  racines  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (39)  sera 

il 

(70)  n 


■    A 


et  la  somme  des  termes  qui,  dans  ce  second  membre,  deviendront 
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infinis  pour  x  =  yX  se  réduira  simplement  à 

D'ailleurs,  si  l'on  pose 

£  désignant  une  variable  infiniment  petite,  et  si  l'on  développe  les  deux 
expressions 

(73)     «  y-^  =n  ^     '■'        ^"''      ^    -^ 


u^f)       >.f(.  +  i)        .f(î)     .f(.+  1 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  £,  en  ayant  égard  aux  équa- 
tions (68),  (G9),  il  suffira  de  négliger  dans  les  développements 
obtenus  les  termes  infiniment  petits  pour  réduire  ces  développements 
aux  deux  binômes 

Donc,  pour  £  =  o,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  x  =^  aX,  l'expres- 
sion (71)  sera  équivalente  à  la  différence  des  binômes  (74)»  c'est- 
à-dire  à 

^^    '  Li-2  >.f\a)        «(/«  +  !)  aF("'(>oJ* 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  fonction  ^(j?),  déterminée  par  la  for- 
mule (39),  restera  encore  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
ou  imaginaires  de  x  qui  offriront  des  modules  inférieurs  à  R.  D'un 
autre  côté,  il  suit  des  principes  établis  à  la  page  3^^  du  1*"  Volume  ('  ) 

(1)  CEia'res  de  C  catch  y,  S.  II.  T.  VL  p.  402. 
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que,  dans  le  cas  où  n  racines  de  l'équation  (3G)  deviennent  égales  à  A, 
le  résidu  partiel  de  la  fonction 


(76) 


f'(-)F'(.-) 


f(?)l^(--) 


correspondant  à  la  valeur  X  de  z,  est  précisément  l'expression  (70). 
Donc  l'équation  (Gi),  ou  plutôt  celle  qui  la  remplacera,  se  réduira 
encore  à  l'équation  ((32),  et,  en  la  combinant  avec  les  formules  (5o), 
(59),  (G2),  on  retrouvera  les  équations  (03),  (64),  (G7).  Seulement, 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  (64)  ou  (67),  n  fractions  égales 
correspondront  aux  racines  dont  X  désignera  la  valeur  commune,  et  le 
produit  de  ces  n  fractions  sera 


(77) 


En  résumé,  l'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Soient  f(^),  F(^)  deux  fonctions  de  z  qui  restent  finies 
et  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  des  divers  ordres,  pour  toutes  les 
valeurs  finies  de  z.  Supposons  d'ailleurs  que  ion  ail 


(35) 
(36) 


f(--) 
F(.-) 


o, 
o, 


et  que  celles  de  ces  racines  qui  différent  de  zéro,  étant  rangées  d'après 
i ordre  de  grandeur  de  leurs  modules,  soient  représentées pai 

(37)  a,     ?>,     y,      ... 
pour  l'équation  Çi^), par 

(38)  À,     ij.,     V,      ... 

pour  l'équation  (36).  Admettons  encore  que,  parmi  les  mêmes  racines, 
celles  dont  le  module  reste  inférieur  à  une  limite  finie  R  soient  en  nombre 

OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  IX.  29 
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fini.  Enfin,  désignons  par  x  une  nouvelle  variable  distincte  de  z.  Si,  en 
attribuant  au  module  r  de  la  variable  z  des  valeurs  infiniment  grandes, 
on  peut  les  choisir  de  manière  que  l'une  des  expressions 


(54) 


(55) 


f^^    F(.-)        f 


F(-.) 


devienne  sensiblement  égale  à  ujie  expression  déterminée  §,  quel  que  soil 
le  rapport  -,  ou  du  moins  de  manière  que  V une  des  différences 


(56) 


(5?) 


F^(^) 


—  ^, 


f(f)F(.-) 


f(^)F(.)         f   -f  )F(-.) 


reste  toujours  finie  ou  infiniment  petite,  et  ne  cesse  d'être  infimiment  petite 
en  demeurant  finie  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières 

du  rapport  -;  si,  déplus,  la  fonction 


(53) 


/(^■)  = 


f(^)FV^) 


zï 


V{z) 


peut  se  décomposer  en  deux  parties  dont  l'une  soit  la  somme  de  plusieurs 
termes  réciproquement  proportionnels  à  des  puissances  entières  de  z,  et 
dont  l'autre  s'évanouisse  pour  certaines  valeurs  infiniment  petites  de  z; 
alors,  en  désignant  par  X  le  résidu  de  f(z)  relatif  à  z  =  o,  en  sorte 
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â27 


(fil  (m  ail 

(60) 


x=  r 


i"(?)F'(.-) 


^f(^)F(.)  ^^^)^ 


et  par  ^  une  valeur  particulière  de  x,  on  trouvera 


(«7) 


f  <-^  K? 


'n)'t?)^(; 


r^l ,  F 


pourvu  que  l'on   considère  chacun  des  produits  que  renferme  l'équa- 
tion (G;)  comme  composé  d'une  infinité  de  facteurs. 

Corollaire  I.  —  Si,  dans  la  formule  (G7),  on  prend  H  =  o,  elle  don- 
nera simplement 


(78) 


f'fX^Xf 


<^  <f )  K7)  /'•^-''" 


i"(o)    f(o)    r(o; 


F(o)     F(o)     F(o) 


Cjorollaire  IL  —  Si  .f  et  X  s'évanouissent,  les  formules  (G7)  et  (78) 
deviendront  respectivement 


(79) 

et 

(80) 


'■'f  KsKf 


^'^)ni)n7 


f'U  x^ 


f'fX^Xf 


F(  '^  fCII   I-(- 


fi|)f(|)f(£ 


f(o)      f(o)     l"(o)  F(o)     F(o)     F(o) 

Si,  de  plus,  f(o)  et  F(o)  se  réduisent  à  l'unité,  on  aura  simplement 


(80 


^i?)<^)<?j-=K0K?)n7 


observons,  d'ailleurs,  que  X  devra  être  censé  réduit  à  zéro,  toutes  les 
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fois  que  l'expression  (54)  s'évanouira  pour  certaines  valeurs  infini- 
ment petites  de  la  variable  z. 

L'un  des  produits  compris  dans  les  deux  membres  de  la  formule  (67) 
cesse  de  renfermer  une  infinité  de  facteurs,  dès  que  l'une  des  fonc- 
tions f(::),  F(^)  devient  entière.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
la  fonction  f(::)  soit,  non  seulement  entière,  mais  du  premier  degré  et 
de  la  forme 

(82)  f(;)— 1_^. 

Alors  les  racines  a,  [3,  y,  ...  se  réduiront  à  une  seule,  savoir  v,  =  i.  De 
plus,  les  fonctions  (54).  (55)  deviendront  respectivement 


(83) 


_    F(£) 


(84) 


F'(--^)- 


F(- 


)J 


et  si  elles  conservent  des  valeurs  finies,  z  étant  infinie,  ces  valeurs 
seront  les  mêmes  que  celles  des  fonctions  suivantes  : 


(85) 
(86) 


F(^) 
F(.-) 


UO 


21  \  ^.-;f(^) 


__  ^\F'(— :: 


^/F(-,.) 


Donc  l'expression,  représentée  par  éF  dans  le  théorème  1,  sera  de  la 
forme 

(87)  cf  =  -.fo 

ou 

(88)  ,f  =  _;f^_^^j^ 

.t'o  désignant  la  limite  vers  laquelle  convergera  la  fonction 

F'(^) 


(89) 


F(^) 
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ou 

tandis  que  z  deviendra  infinie,  et  5^,  désignant  la  limite  de  la  IbncUon 

Knlin,  dans  la  formule  (6o),  la  fonction  sous  le  signe  ^sera 

F'(-) 

(9^>  -(..-.;f(.)' 

et  ne  deviendra  infinie,  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  z,  que 
dans  le  cas  où  la  fonction  F(;:)  s'évanouira  pour  ^  =  o.  Mais,  dans  ee 
dernier  cas,  si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
lion  (36)  qui  se  réduiront  à  zéro,  on  aura,  pour  des  valeurs  infiniment 
petites  de  z  [voiries,  Leçons  sur  le  Calcul iri/initésimal,  p.  5  5  (')|, 


(93) 


F(.-) 


=z  n. 


Donc  la  formule  (6o)  donnera 


(94) 

et  l'on  aura 

(95) 

ou 

(9G) 

puis  on  en  conclura 

(97) 


^   ^,       z¥'{z) 


^{x~z)Y{z)  {{z))       X 


X-i^-^i, 


\  —  .f  =  -  4-  .f  0  +  v  fu  ; 


j'    {\~j)r/.r 


_  I  e(j--Ç)'^ 


(')  OEuvres  de  Cauc/ij,  S.  II,  T.  IV. 
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ou 


r      {\~-ri)dx 


^(-V,-^.(^o-^^.), 


(98)  e   ^ 

(]ola  posé,  on  obtiendra  évidemment,  à  la  place  du  théorème  I,  l'une 
(les  propositions  que  je  vais  énoncer. 

Théorème  II.  —  Soit  ¥(:■)  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  con- 
tinue, ainsi  que  ses  dérivées  des  divers  ordres,  pour  toutes  les  valeurs  finies 
de  z.  Supposons  d'ailleurs  que  l'on  ait  résolu  l'équation 

(36)  F(.-)  =  o, 

et  que  ses  racines,  rangées  d'après  l'ordre  de  grandeur  de  leurs  modules, 
soient  représentées  par 

(38)  }„     IX,     V,      .... 

Soit  enfin  x  une  nouvelle  variable  distincte  de  z.  Si,  en  attribuant  au 
module  r  de  la  variable  z  des  valeurs  infiniment  grandes,  on  peut  les 
choisir  de  manière  que  l'expression 

(89)  •        .    v^ 

devienne  sensiblement  égale  à  une  constante  déterminée  cf,,,  quel  que  soit 
le  rapport  \-,  ou  du  moins  de  manière  que  la  différence 

(99)  ^Y$)~^'' 

reste  toujours  finie  ou  infiniment  petite,  et  ne  cesse  d' être  infiniment  petite, 
en  demeurant  finie,  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeiws  particu- 
lières du  rapport  ";  alors,  en  désignant  par  n  le  nombre  des  racines  de 
l'équation  (3G)  qui  se  réduiront  à  zéro,  on  trouvera 


(■00)  L^  =  _4 —ç -^ . . .  (  5  y\.u.-E.î 


X 

X 

X 

F(x) 

I  — 

"  }. 

l^  ' 

V 

.  /^^ 

F(i) 

I" 

'r 

-  ^   I 

—  ^    1 

t 

lî. 

l   ' 

1 

!■>■ 

V 
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Corollaire  L  —  Si,  après  avoir  multiplié  par  F(ç)  les  deux  membres 
de  la  formule  (loo),  on  suppose  \  infiniment  petit,  on  aura  sensible- 
ment, dans  le  second  membre, 


(loi) 


F (jj  _     F^^)(o) 


I  .  2  .  3  .  .  .  /< 

Par  suite,  en  prenant  ^  =  o,  on  tirera  de  la  formule  (loo) 

if     F(«'(o) 


.    (102)  F(a;)==^«(i-^)(i-^j(^i-fj-.-e 


X  /  V  "       a  /  V  '       V  /        '^     "  1 .2.3.  .  .« 
Si  n  se  réduit  à  zéro  ou  ii  l'unité,  l'équation  (102)  donnera  simplement 

(io3) 

ou 

(•o4) 


F(..)  =  (.-f)(i-^)(i-f)----^oF(o) 


F(.)  =  .(.-f)(.-^)(.-f)...e^'tF'(o). 

Corollaire  II.    —   Si  .fo  s'évanouit,  les  formules  (100),  (102),  (io3) 
et  (lo^)  donneront  respectivement 


(io5) 

(106) 

('07) 
(.08) 


F(j:)  /-^V  ^  —  '^    ]J.  —  X    V  —  J7 

1-^  "  u  /    ^"=1"  V^l  ^^ 


F(.r)  =  a:'M  I-  -^ j  (  i 


F^"'(o) 
1 . 2 . 3 . . .  /i 


K(,.)  =  (,--)(,^^^.      ,^ 


•"^)(-'v 


F(j:-)  z=z.x\\ 


F(o), 
..F'(o). 


Théorème  IÏI.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  II. 
si  ion  peut  attribuer  au  module  r  de  la  ixiriable  z  des  valeurs  injinimeut 
grandes,  choisies  de  manière  que  les  expressions 


(9*') 
(90 


2LF(.-)  ^  F(-c)J 

I    rF-(:;)        V'{-z)-\ 
^z\\\z)         F(--)J 
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deviennent  sensiblement  égales  à  des  constantes  déterminées  ^\,  .f, ,  quelque 
soit  le  rapport  -  -,  ou  du  moins  de  manière  que  les  différences 

restent  toujours  finies  ou  infiniment  petites,  et  ne  cessent  d'être  infiniment 
petites,  en  demeurant  finies,  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  par- 
ticulières du  rapport  -:  alors,  en  désignant  par  n  le  nombre  des  racines  de 
l'équation  (36)  qui  se  réduiront  à  zéro,  on  trouvera 


Corollaire  I.  —  Si,  après  avoir  multiplié  par  F(ç)  les  deux  membres 
de  la  formule  (m),  on  attribue  à  ^  une  valeur  infiniment  petite,  on 
trouvera 

N      1-/    N  F^''''(o)  /■        x\  f        .r\  /        a'\  i     ,    ,Tf 

1.2.0.../1         \  A/  \  l^J  \  -•>  / 

Lorsque  n  se  réduit  à  zéro  ou  à  l'unité,  c'est-à-dire  lorsque  l'équa- 
tion (36)  n'admet  pas  de  racines  nulles,  ou  en  admet  une  seulement, 
on  tire  de  l'équation  (112) 

(i  i3)  F(^)  =^  (i-  j)  (i-  -)  (i-  f  )•  •  •  e^^o+l^-t  F(o) 

ou 

(ii4)  F{œ)  =  :v(i-  ^Vi-^^J  ^_  ^\. . .  e^^\+l^'-^,  F'(o). 

Corollaire  IL  —  Si  ^^  et  J,  s'évanouissent,  les  équations  (m), 
(112),  (ii3),  (ii4)  se  réduiront  aux  formules  (io5),  (106),  (107), 
(108). 
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Appliquons  maintenant  1rs  diverses  formules  ci-d(  ssus  établies  à 
quelques  exemples. 

Exemple  I.   —   Supposons  d'abord 

(ii5)  F(^)=:sin5. 

Alors  l'équation  (3G),  ou 

(ii6)  sin5  =  o, 

offrira  une  seule  racine  nulle  et  une  infinité  de  racines  réelles,  les  unes 
positives,  les  autres  négatives,  savoir 

^  ^= — Tï,  5^=; —  271,  ^  =: — Sri,  ...; 


(117) 


mais  elle  n'admettra  point  de  racines  imaginaires  [voir  le  P'^  Vo- 
lume, p.  297  (')].  De  plus,  l'expression  (90)  s'évanouira,  et  l'expres- 
sion (91),  réduite  à 

(m8)  — . —  , 

deviendra  infiniment  petite,  si  l'on  attribue  au  moduler  de  la  variable  r- 

des  valeurs  de  la  forme 

(2n-hi)7r 
(119)  '•^  ^ ' 

n  désignant  un  nombre  entier  infiniment  grand.  Cela  posé,  le  tliéo- 
rème  III  sera  évidemment  applicable  à  la  fonction  Y{z)  =  sinr;  et  la 
formule  (ii4).  réduite  à  l'équation  (108),  attendu  que  les  constantes 
rf,,»  rf ,  s'évanouiront,  donnera 

(■20)     sin.  =  x(,-0(,-Hf)(,-^)(,+  f-)(.-fJ(M-3i^)... 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

("■)  ^'"■'=-^(-i)(-i^)('-f^.)---- 

(«)  Œuvre f  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VI,  p.  354. 

OEuvrcs  de  C.  —  S.  H,  t.  IX.  3o 
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II  est  bon  d'observer  que  l'on  pourrait  encore  déduire  la  formule  (120) 
ou  (121)  du  théorème  II  et  de  l'équation  (T07),  en  prenant  F(^)  =  — ^• 

Exemple  IL    —   Supposons  en  second  lieu 

(122)  Y{z)  =  ç,o^z. 

Alors  l'équation  (36),  ou 

(r23)  cos-3  =  o, 

admettra  une  infinité  de  racines  toutes  réelles  et  différentes  de  zéro, 
les  unes  positives,  les  autres  négatives,  savoir 


(124) 


De  plus,  l'expression  (90)  s'évanouira,  et  l'expression  (91),  réduite  à 

sin2 

(i2d) 


T. 

371 

5  71 

j 

■4» 

> 

-*i» 

j 

2 

2 

2 

71 

37r 

ir 

571 

2 

"■f 

2 

2 

2C0SZ 


deviendra  infiniment  petite,  si  l'on  attribue  au  module  r  de  la  variable  z 
des  valeurs  de  la  forme 

(126)  r  zz:  mt, 

n  désignant  un  nombre  entier  infiniment  grand.  Cela  posé,  le  théo- 
rème III  sera  évidemment  applicable  à  la  fonction  F(^)  =  coss:  et  la 
formule  (ii3),  réduite  à  l'équation  (107),  attendu  que  les  constantes 
.fo»  ^t  s'évanouiront,  donnera 

/  1X\(  'i.x\(  2^\   /  1X\   [  '>^X\(  9.x 

(,27)    cosx=  (^,-  -^j  (^.+  --j  (^.^  3^j  (^.-^  j^j  {.-  ^j  (.-^  5^ 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 
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On  peut,  au  reste,   déduire  la  formule  (127)  ou  (r28)  de  la  for- 
mule  (120)  ou  (t2i),  en  remplaçant  x  par  -  —  ^• 

Exemple  III .    —   Soit 

(129)  F(^)  =  sins  —  sina, 

a  désignant  une  constante  arbitrairement  choisie.  L'équation  (36),  ou 

(i3o)  sin;;  — sina, 

admettra  une  infinité  de  racines  réelles,  savoir 

iz=:a,         z= — a-^Tî,         z=.a-^ir.,         s=:  — a-+-37î,  ..., 

\  z=  —  a  —  TT,         z  =:  a  —  27:,         ^= — a  —  â-n,  .... 

De  plus,  si  l'on  attribue  au  module  r  de  la  variable  z  des  valeurs  infi- 
niment grandes,  mais  sensiblement  distinctes  de  celles  qui  corres- 
pondent aux  racines  dont  il  s'agit,  les  expressions  (90),  (91),  ou 

sinacoss 

(l32) 


(•33) 


(sin^  —  sina)  (sin^  -h  sina) 

sins  cosz 
z{s\nz  —  sina)  (sin;;  H-  sina) 


resteront  toujours  finies  ou  infiniment  petites,  et  la  première  ne  ces- 
sera d'être  infiniment  petite,  en  demeurant  finie,  que  dans  le  cas  où 
le  coetficient  de  \/'—i  dans  z  sera  sensiblement  nul,  et  le  rap- 
port- sensiblement  égal  à  dz  i.  Cela  posé,  le  théorème  III  sera  évi- 
demment applicable  à  la  fonction  F(::)  =  sins  —  sin«;  et  la  for- 
mule (i  i3),  réduite  à  l'équation  (107),  attendu  que  les  constantes  c^o» 
^,  s'évanouiront,  donnera 


(.34)   .-S!î^=f-?ï.+r^V.-.-"-:V-^-.y- 


1  + 


sina  ~\       aj\       T.-haJ\       v:—aj\       27î-ha/\        271— a/\       37r-Ha7\        3::— a 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

„^      s'ma  —  s'mx  _  a  —  X  n^  —  {x  -j-  ay  ^-n^-  —  {x  —  a)^  gn-—  {a;  -h  oV 
'  sina         "       a  71*— a*  ^n^—a*  971*— a* 
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Comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (121), 

(r36)  sina=:a'^l:Zj^^J^^t9^'~-\.., 

on  tirera  des  équations  (  i35)  et  (i36),  multipliées  l'une  par  l'autre, 

(187)      ^'"-^-si"^  ^  f^-ja^-^ay  471^ -(^-a)2  g^-2_(,^^^)2  ^571^- (g;-  a)' 
-^  —  ^  71^  471^  9Tr-  2^ 

On  pourrait,  au  reste,  déduire  la  formule  (137)  des  équations  (t2i)  et 
(127)  réunies  à  la  suivante: 

(•38)  sin^  -  sina  =  2  sin  "^  ~  ""  cos  ^  "^  "". 

2  2 

Exemple  IV.  —  Soit  encore 

('^9)  F(^)  =  cos^  —  cosa. 

L'équation  (36),  ou 

('4o)  C0S5  =  C0Sa, 

admettra  une  infinité  de  racines,  savoir 


^,/^,x    ;  z^a  —  2Ti,  z  =  a  —  ^yT:,  -  —  a  —  6r., 

—  —a,        z=z—  a-\-2T.,       z=^  —  a-h^T:,       c  — —«  +  671,        ..., 
^^^  —  a  —  271,       z  =z — a  —  \ti,       z  =z — a  — 67:,        .... 

De  plus,  l'expression  (90)  s'évanouira,  et  l'expression  (91),  réduite  à 


(142) 


sm 


z{cosz  —  cosa) 


deviendra  infiniment  petite,  si  l'on  attribue  au  module  r  de  la  va- 
riable z  des  valeurs  infiniment  grandes,  mais  sensiblement  distinctes 
de  celles  qui  correspondent  aux  racines  de  l'équation  (i4o).  Cela 
posé,  le  théorème  III  sera  évidemment  applicable  à  la  fonction 
¥{z)  =  cosr-  —  cos<2;  et  la  formule  (ii3),  réduite  à  l'équation  (107), 
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attendu  que  les  constantes  .^o»  ^t  s'évanouiront,  donnera 

, ,,^  cosa-cosa^_/   ^^\r   __^!___ir.___fîi_ir,_— ^1— ir. -^^i 

^'^^^         cos^a^^r -y~â^)V~  {271  -  ar-\    '      (27r4-aHL        (47:-«rJL        (^ît  +  ^'H 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

, ^        cosx  —  cosa  _  a^—.x^  {iTz  —  aY—œ^  {0.71  + aY  —  œ^  {[^T.  —  ay-  —  x^  j^Tz^aY—.T^ 

^'"•■^^  7~à      "~       a^  {iTz  —  af  {2n  +  af  (471  — a)*  {kn -\- af 

2  sin*- 
2 

Comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (120), 

.    a        a  2Tt  —  aiTi  +  a^Ti  —  a  /i^r  +  cf 
(140)  sin-  — ^- ■ — 7 — 7 5  « 

^       '  2       2       271  27r  47^  4tc 

on  tirera  des  équations  (i44)  et  (14^) 

a^ — x^  (27Ï  — «)^ — -r^  (27r4-(i!)^ — a?'  (47r  —  «)^ — x^  {\ti  -i-  aY  ~  j^^ 


(i46)      cos^  —  cosa 


(27r)2  (271)2  (471)2  (/^7j)2 


On  pourrait,  au  reste,  déduire  la  formule  (i46)  de  l'équation  (121) 
réunie  à  la  suivante  : 

,    ,    ,  .X  —  a    .    œ  -h  a 

(147)  cosa  —  cos^  =  2sm sin 

22 

Les  formules  (120),  (127),  (137),  (i4^)  subsistent  pour  des  valeurs 
quelconques  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  ao  et  de  la  con- 
stante a. 

Si,  dans  l'équation  (121),  on  pose  successivement  37=  ->  ^=  ^> 

on  obtiendra  les  deux  formules 

,,„.  7:       2. 24-46. 68. 810. 1012.12 

(148)  — 


(i49) 


2        1.3  3.5  5.7  7.9   9. II    II. i3 

71  4-4    8.8    12.  12 


2v/2  ~  3.5  7.9  II. i3 
dont  la  première  a  été  donnée  par  Wallis,  et  l'on  en  conclura 

/     K      \  /-  I  .3    5.7      9. II 

(i5o)  \/2=  —  TTli 

2.2    D.O    10.10 
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Si,  clans  les  formules  (t2i),  (128),  (i4^)»  on  remplace  x  par  x\J—  i, 
on  en  tirera 

(.5,)  ,._,-.=  .,(^,^,_j(,+  „j(^,+  __j..., 


4^-  \    /  LxCC-  \   f  [^X^ 


(1.02)  gx+e-a:—  2      ,_^   J__  j_^  ^  j 

V  T^-JK        9^  /  \        '^^'^'' 

(ia3)     e-^  — 2C0sa  +  e-^  =  (a^+^^) -^ — ■  ^^ -~ -^-î- ~- —!: y-^ 

^  '  (271)='  (271)^  (471)^  K^r.f 

Si,  dans  l'équation  (120),  on  remplace  la  lettre  x:  1°  par  a?  +  y  y/— i; 
2°  par  X  —  y\l  —  i ,  y  désignant  une  nouvelle  variable  indépendante 
de  X,  les  deux  formules  qu'on  obtiendra,  étant  multipliées  l'une  par 
l'autre,  donneront 

.   ...      e^^"— 2 cos 2 :r  +  e-2r  (jr  —  xY-^r- v^  {T.-^xY--h  y^  {"^ti  —  xY -^  y"^  {'ir-^xV-h  v'^ 

4  ^  -^     '  tY  Tl'  (27:)^  (27î)^ 

En  opérant  de  la  même  manière,  on  tirera  de  l'équation  (127) 

(l^:)       e''y-{-2C0S2X-he-^y  _{z-~:ixY^{2Xy  (7T+2^)^+(2j)^  (3tc  — 2:g)^+(27)^  (37r+2.Z-)^+(2j)^ 
^''^'^^  4  ^71^  TT^  (371)2  (371)2        ^ 

Au  reste,  les  formules  (i54)  et  (i5j)  peuvent  être  aisément  déduites 
de  l'équation  (i53). 

Si,  dans  l'équation  (137),  on  remplace  :  i^  x  par  x  -\-y\l—  1  et  a 
par  a  ^  bsj—  i;  2"  a?  par  x  —  y  sj—  1  et  a  par  a  —  b\l  —  i ,  les  deux 
formules  qu'on  obtiendra,  étant  multipliées  l'une  par  l'autre,  donne- 
ront 

/  [{ey+e-y)  sin.a;  —  {e'' ^  e-*^)  sinaJ^H-  [{ey—e-y)  cos^  —  {e'' —  e-'>)  co^a^ 

,   .^,     \  Jï{x-ar-^{y-b)y-  -  ■ 

(106)  < 

i     _(7:  —  x  —  aY-i-(r-^bY  {Tz^x-ha)--^(Y  +  by-  {■2T:~x-hay+{y—by  {2T:-^x  —  ay^{y—ljy 

En  opérant  de  la  même  manière,  on  tirera  de  l'équation  (i46) 

/  [(gy+e-y)cos37—  (e^4-e-^)cosg]^4-  [(e^—  g-r)  sin^  —  {e'^—e-'')  smaf 

[{x-ay-+-  {y  -  by]J{x  -f-  ay-^  {y  +  by] 

(107)  / 
'     _('^'r.-^x  —  ay+{y—by  {^r.—x  +  ay-^JY-^by  {ir.—x  +  ay-^iy—by  {2t.  +  x ^ ay-\-  {y -\- by ^ 

"  (271)^  (27;)-  (2ny  (27r)  = 
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Dans  les  applications  que  nous  venons  de  faire  des  théorèmes  H  et  III, 
les  constantes,  précédemment  désignées  par  ^o,  .f,,  s'évanouissent,  et 
les  racines  de  l'équation  (36)  sont  inégales  entre  elles.  Ces  mêmes  ra- 
cines deviendraient  égales  deux  à  deux,  de  manière  à  coïncider  avec 
l'une  des  valeurs  de  z  comprises  dans  les  séries 


(i58) 


=  2  71,  ;;  =  4  7r, 

■=.—  2T.,  s  =  —  4  Tï, 


rrr  671, 
=  —  ÔTT, 


si  l'on  supposait 

et  alors  on  tirerait  de  la  formule  (io6) 


3C      I               OC 
(l6o)  I  — C0S.2^=:  —   (l 

^  '  2     V  271 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(i6i) 


.27    \-  /  X 

27î/     \  'aT,)     \  (\T. 


X''  /  x'- 

I  —  COSO;  =:  —       I  —   7 — ; 

2  v      a  71' 


1071^ 


Au   reste,    on    déduit   immédiatement   l'équation  (i6i)    de   la   for- 
mule (i46)  en  faisant  évanouir  la  constante  a. 
Si  l'on  prenait 

(162)  F(5)  =  e=-i, 

l'équation  (36),  réduite  à 

(i63)  e-—\         ou        z  —  \{\), 

offrirait  pour  racines  les  divers  logarithmes  népériens  de  l'unité,  sa- 
voir 

'    G  :zr  O,      Z-=:1-K\J —  I,  Z^=i[\Tl\] — I,  z:=i^-K\J—  \  ,       ..., 

5=— 2Trv/— '»      -^  ^= — -i^TV^—  I,      5=;  — ÔTTy/ —  I,       .... 


(i64) 


Alors  aussi  l'expression  (90)  deviendrait 

(i65) 
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et,  pour  faire  évanouir  l'expression  (91),  ou 


(166) 


iz  \  e-  —  I 


I     I  +  e — 
2  i  I  —  e~^ 


il  suffirait  d'attribuer  au  module  r  de  la  variable  z  des  valeurs  de  la 
forme 


('67) 


_   (2/1  -f-  1)71 


71  étant  un  nombre  entier  infiniment  grand.  On  trouverait  donc,  par 
suite, 

(168)  io~{,      3^1  =  0; 

et  l'on  tirerait  de  la  formule  (i  i4)  - 

(169) 


e-*  —  i  z=z  oc  \  1 


471' 


e-    . 


Au   reste,    on    déduit   immédiatement   l'équation   (169)  de   la   for- 
mule (i5i),  en  remplaçant  x  par  t^x. 
Si  l'on  prenait 

(170)  F(^)=e(=+«''— e(— «)% 

a  désignant  une  constante  réelle,  l'équation  (36),  réduite  à 

(171)  e(=+'^)'— e(=--«)'=o, 
serait  vérifiée  toutes  les  fois  que  l'on  poserait 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Par  conséquent,  cette  équation 
offrirait  une  racine  nulle  et  une  infinité  de  racines  imaginaires  com- 
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prises  clans  les  séries 

^"=^V/-''  -'^-^raV'-''  ^=^v/->, 

(,7.)     < 

i ^  fzz\        _Vi  i~zr _  i/zrr 

'~~       ia^        '         ^  la  '         "*  2a  ' 

Do  plus,  l'expression  (90)  s'évanouirait,  et  l'expression  (91),  ou 

se  réduirait  sensiblement  à  2  pour  les  valeurs  de  z  dont  les  modules 
seraient  de  la  forme 

/       /x  (2/1+1)7: 

(.74)  '-----        4.       ' 

/?  désignant  un  nombre  entier  infiniment  grand.  On  trouverait,  par 
suite, 

(•75)  ^0=0,         7f,—  i, 

el  l'on  tirerait  de  la  formule  (i  i4) 

r\       ix^nv-        if  n\t       f         (  2«.r  \    /  '?.ax  \  (  lax    \  f  ia.v    \ 

\        7:v'— 1/  \        T.\J—\)\        iT.\f^^\)\        ii:\l—\) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/     «N       ix^av-         (oc   nv-       r         (        (\a'-x''\  (        ka-x''\  (        ka^^''-\ 
(177)     e(^+«)  _e(x-«)  ~[^ax  ^i+^L--__  \  /  i  +  :i_^_  \  [\-^- — —\ 


e^ 


il  sufïit,  au  reste,  pour  obtenir  l'équation  (177),  de  remplacer,  dans 
la  formule  (i5i),^  par  2a.r,  et  de  multiplier  ensuite  les  deu.x  membres 
de  cette  formule  par  c'''"^'\ 

Les  diverses  formules  que  nous  avons  tirées  des  équations  (100)  et 
suivantes  coïncident  avec  des  formules  déjà  connues,  ou  s'en  dédui- 
sent facilement.  Pour  obtenir  des  formules  nouvelles,  supposons 
maintenant 

(178)  F(5)  =:  sine  —  as  cos^, 

GEuvres  de  C.  -   S.  II,  t.  l\.  3l 


242  USAGE  DU  CALCUL  DES  RÉSIDUS  ETC. 

a  désignant  une  constante  réelle.  L'équation  (36),  réduite  à 

(179)  lang^  =  a^, 

offrira  une  racine  nulle  et  une  infinité  de  racines  réelles,  deux  à 
deux  égales,  mais  affectées  de  signes  contraires  {voir  le  P''  Volume, 
p.  3oo)  (').  De  plus,  l'expression  (90)  s'évanouira,  et,  pour  faire 
évanouir  l'expression  (91),  ou 

(180)  -  ^- A 5 

il  suffira  d'attribuer  au  module  r  de  la  variable  z  des  valeurs  infiniment 
grandes,  mais  sensiblement  distinctes  de  celles  qui  correspondent  aux 
racines  de  l'équation  (179).  Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  ±  X,  ±  a, 
±  V,  ...  les  racines  de  cette  équation,  on  aura,  en  vertu  du  théorème  III 
et  de  la  formule  (108), 

Supposons  encore 

(182)  Y{z)  —  {z''-+h)€\ï\z  —  azZQ^z, 

a,  h  désignant  deux  constantes  positives,  et  ces  constantes  étant  choi- 
sies de  manière  que  l'on  ait 

(i83)      •  b<a. 

L'équation  (36),  réduite  à 

(i8/i)  ^«"S-^t/jT^' 

offrira  une  racine  nulle  et  une  infinité  de  racines  réelles,  deux  à 

deux  égales,  mais  affectées  de  signes  contraires  {voir  le  1^'"  Volume, 

p.  3o6)  (-).  De  plus,  l'expression  (90)  s'évanouira,  et,  pour  faire 

évanouir  l'expression  (91),  ou 

j  {a^-2.)z?,'mz-\-{z^-^b  —  a)Q,0'S>z 
^       '  1  {z^^b)s\nz  —  azco^z 

(1)  OEuvres  de  Caucliy,  S.  11,  T.  VI,  p.  338. 

(2)  Ibid.,  p.  364. 
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il  sutfira  d'attribuor  au  module  r  de  la  variable  z  des  valeurs  infiniment 
grandes,  mais  sensiblement  distinctes  de  celles  qui  correspondent  aux 
racines  de  l'équation  (184).  Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  ±\,  ±  a, 
±:v,  ...  les  racines  de  cette  équation,  l'on  aura,  en  vertu  du  théo- 
rème III  et  de  la  formule  (108), 


X^\l  ^    \  /  JC 


F-' 


(186)  (j?"--h  b)  'àhiœ  —  aœ  cos^r  -={0  —  a).xl  1  —  — 

Supposons  enfin 

(187)  F(^)r=(e=+e— )cos-  — 2. 

L'équation  (3G),  réduite  à 

(188)  (e=  + e-=)  cos^  =  2, 

offrira  quatre  racines  nulles.  De  plus,  comme  on  tirera  de  cette  équa- 
tion 


(189)  langl=z± 


I  —  cos 


t 

-  \  2 


2  \  1  -H  C0S3 


elle  admettra  encore,  en  vertu  des  principes  établis  dans  le  I^'"  Volume 
(p.  309  et  3io)  ('),  une  infinité  de  racines  réelles  qui,  prises  quatre 
à  quatre,  seront  de  la  forme 


(rQo)  -  =  Ç,         s=— C,         z  =  ^\/—i,         z=~i;\J—i, 

t  désignant  une  quantité  réelle.  D'autre  part,  l'expression  (90)  s'éva- 
nouira, et,  pour  faire  évanouir  l'expression  (91),  ou 

I   (e^—  e~~)  cosz  —  (e=H- <?--)  sin^ 

('90  - r-T TT— ^ » 

;;  (e-— e--)  COS^  —  2 

il  suffira  d'attribuer  au  module  r  de  la  variable  z  des  valeurs  infiniment 
grandes,  mais  sensiblement  distinctes  de  celles  qui  correspondent  aux 
racines  de  l'équation  (188).  Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  dz  X,  d=  a,  ... 
les  racines  réelles  de  cette  équation,  on  conclura  de  la  formule  (106), 

(1)  OEcH'rcs  de  Cauclij,  S.  H,  T.  VI,  p.  36;,  368. 
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en  posant  ti  =  4» 


(192)         2  —  (e^+ e-^)  COS.3?  =  —  (  I  +  -;r^ 


X*  \   (            X* 
H r   H r 


Revenons  maintenant  à  la  formule  (67),  et  prenons  pour  f(^)  une 
fonction  entière  du  degré  m,  qui  ne  s'évanouisse  pas  avec  la  variable:;; 
en  sorte  qu'on  ait 

(198)  f(^)  ~ao^'«+ai3"'-i  +  «,:;'«-2  +  .  .  .  + a,„_iG  +  «,„, 

rf„,  «,,  ...,  «,„_,,  a,n  désignant  des  coefficients  dont  le  premier  et  le 
dernier  diffèrent  de  zéro.  On  trouvera 


maç,x'"—'^z  -\-{m  —  i)aiX'"~^z'^-\-  .  .  .  +  2«,„_2-^^'"~*  •+-  '^w-i-^' 


(ï94)     f    - 


1  +  2 • 


I  + 


et  / ..  __  1    JC 


puis  on  en  conclura,  en  attribuant  à  i:  des  valeurs  très  considérables, 


(195) 


1  Œiji^'^Clfii         (l^,i_  i    X 


rif 


Cela  posé,  les  fonctions  (54),  (55)  deviendront  respectivement 

(196) 

0 


(197) 


2  \    a. 


F'(^)        F'(-:;)- 


¥'iz) 


F(^)        F(-^). 


I  /  2 ci,„.^2(i„i       clf,l_^ 


■)z[yTz 


z)     Y\~zy 


)        F(-  = 

et,  si  elles  conservent  des  valeurs  finies,  z-  étant  infini,  ces  valenrs 
seront  les  mêmes  que  celles  des  fonctions  suivantes  : 

«^,«-1  F'(:;) 


('9«) 

^^9^     2a,„LF(^)        F(-^)J 


+ 


2  (Zr„  z 


F(.-)        F(-..)J    • 
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Donc  l'expression,  représentée  par  §  dans  le  théorènne  I,  sera  de  la 
forme 

(87)  §^-^^ 
ou 

(88)  -F  =  -#o-^^n 

^0  désignant  la  limite  vers  laquelle  convergera  généralement  la  fonc- 
tion 

OU 

(201) 1^,     X    +  Tv T     ' 

tandis  que  z  deviendra  infini,  et  §^  désignant  la  limite  de  la  fonction 

(        ^  al,^^  —  ia,n.^^.a,n  \^'{z)  _  F'(— j)") 

^^^  .af„.-  \_V{z)        F(-.)J' 

Enfin,  dans  la  formule  (62),  la  fonction  sous  le  signe  ^  deviendra 

(203)  ^n;__myU-^-ç(^^ 

^         '  a,   z  X    V  (z) 

et  ne  pourra  s'évanouir,  pour  :;  =  o,  qu'autant  que  la  fonction  F(3) 
s'évanouira  elle-même.  Mais,  dans  ce  dernier  cas,  si  l'on  désigne  par 
n  le  nombre  des  racines  de  l'équation  (36)  qui  se  réduiront  à  zéro,  on 
aura,  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  z, 

(93)  ■w^r^'- 

Donc,  la  formule^  (Gt)  donnera 

,  -^        m   p  -F'(^)       I  mn 
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«'t  l'on  aura 

j       ma         ■) 

(205)  X  — 3= h^o 

OU 

mil        ^  ^ 

(206)  X  — .)'  — hJ'o+^c^l, 

puis  on  on  conclura 

(207)  e  '  ==(y)     e(^-^^^» 


ou 

(208)  e  '  —[-y]e  ^  ^       ' 


Si,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes,  mais  convenablement  choi- 
sies, du  module  r  de  la  variable  z,  les  expressions 

^9°^  2LF(^^F(=^.r 

I    rF'(^)       F(-.-)-| 
(9')  ^Lf(^)-F(=^J 

s'évanouissent,  on  pourra  en  dire  autant  des  expressions  (20T),  (202). 
Alors,  les  coefficients  .f,,»  ^k  étant  réduits  à  zéro,  on  tirera  de  la  foi- 
mule  (208) 

(209)  e"' 
et  l'équation  (67)  donnera 

(210)  ^^^    ^^^    ^' 


^'D<^)<! 


''V 

-(f 

v-^/ 

Va; 

nf; 

Si  maintenant  on  attribue  à  H  une  valeur  infiniment  petite,  on  aura 
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2W 


sensiblement 

(211) 


F(i 


a"  1 . 2 . 3 ...  « 


(212) 


<^^mi 


l'""  (a;3-/...)" 

et,  par  suite,  l'équation  (210)  deviendra 


F<")(o)    • 

I  .  2  .  3  ...  Ai 


(2l3) 


fif  a<? 


(«(3/.  .  .)"  ri.2.3.  .  .ni'"     /j; 


f(o)    i-(o)    f(o; 


^["i-^pisymî) 


Lorsque  la  fonction  F(::)  ne  s'évanouit  pas  avec  z,  la  formule  (Gi) 
donne  simplement  X  =  o,  et  l'équation  (2i3)  doit  être  remplacée  par 
la  suivante  : 


(2l4) 


'^j)iî)<^ 


a.n? 


f(o)     f(o)      iXo) 


F(o)     F(o)     F(o) 


Si,  au  contraire,  la  fonction  F(^)  s'évanouit  avec  z,  mais  de  manière 
que  l'équation  (36)  offre  une  seule  racine  égale  à  zéro,  la  formule  (21 3) 
donnera 


(2l5) 


"f  a^f 


f^ 


......  n^)nf)n7 


f(o)      f(o)      f(0) 


j?'"       F'(o)    F'(o)     F'(o) 


Les  diverses  formules  que  nous  venons  d'obtenir  supposent  que  la 
fonction  entière  f(::)  ne  devient  pas  nulle  pour  ^  =  o,  c'est-à-dire,  en 
d'autres  termes,  que  la  constante 


(216) 


Ho)  =  a, 


diffère  de  zéro.  Si  cette  constante  s'évanouissait,  les  expressions  (200) 
(201),  (202)  deviendraient  infinies,  ainsi  que  les  coefficients  i^,  rf,  et 
les  fractions  comprises  dans  les  premiers  membres  des  formules  (2i3), 
(214),  (2i5).  Observons  d'ailleurs  que,  a,  fl,  y.  •••  étant  les  racines 
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(le  l'équation  (35),  on  tirera  de  la  formule  (iqS) 


(217)  f(.)--=«.(^.-^J(^,-^j(^i-- 

et,  par  conséquent. 

Pour  montrer  une  application  des  formules  qui  précèdent,  prenons 

(ii5)  F(5)=rsin;;. 

Alors,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  remarqué,  l'expression  (90)  s'évanouira, 
et  l'expression  (91)  deviendra  infiniment  petite,  si  l'on  attribue  au 
module  r  de  la  variable  z  des  valeurs  de  la  forme  r  =  /iT.,  n  dési- 
gnant un  nombre  entier  infiniment  grand.  Cela  posé,  on  tirera  de  la 
formule  (21 5) 

(219)     A^    y      W_V^    y      ^^Z...^g^---sin:^sin;sin^... 
^      ^'       f(o)         r(o)         l(o)  t(o)  ^'«  a         |3         y 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 


■^,20)     Sin  —  Sin  ■;3  Sin r=i—= ,-,., — rr:; ^ T^T — c^ FV; — "t^ 

'  a         [3         y,  a;3y...  ['(o)]^  Lf(o)]'  [f(o)]' 


X     .      X     .      X 


Au  reste,  on  peut  encore  déduire  la  formule  (220)  :  1°  de  l'équa- 
tion (214),  en  prenant  F(^)  =  ^^;  2°  de  l'équation  (120)  combinée 
avec  la  formule  (217). 

Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  entière  f(r.)  a  pour  dernier 
terme  l'unité,  on  trouve 

(221)  f(o)=i, 

(...)  f(.)=f,_i)(,_^) 

et  la  formule  (220)  donne  simplement 

^        '^  a        p        y  a[3y...    \7r/    \      tî/    \27r/    V      271/    \37r/    \      ^t: 


7 


lsa(;e  j)u  calcul  des  résidus  etc 


2i9 


Si,  dans  les  formules  (220)  et  ('^'ï)),  on  remplace  œ  par  t:^,  on  en 
tirera 


(.„4)  !l£l!<=£]Ai 


'■|-^f^-f)Kf)'(-| 


U{o)y  [\\o)y  [i-{o)y 


aSv.  .  .     .    r.jo    .    T..V    .     T..r 
-^-^ sin  • —  SIM  -A-  sin 


et 


(..5)     f(.)f(_..)r(f)r(-f)f(|)f 


x\  a3y...     .    T.x    .    r.jr    .     r..r 

T,     •  •  •=  -^-^ SMi  —  siii  -TT-  sin 

3  /  T."'x'"- 


a  p  7 


Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose 

(226)  f(^;)  =  ^'- —  9.jr  COS^  -!- I, 

on  pourra  prendre 

(227)  a  =  cos'!/ +  y/— I  sin&,         ^  =  cos5  —  y/— i  sin6, 
et  l'équation  (22."))  donnera 


(228) 


l  (  I  —  ix"^  cos  2  {)  4-  .r*  ) 

< 


I—  2  (  -  )  cos  2  6  4-  I   '-  I 


1—2(^1  COS  2  (5  H-  . 


D1 


gïiTxsin6_  o.  cos  (2  7:^  cos  0)  -I-  e-^'^'^'*'"'* 
Supposons  encore 

(229)  F(c)=:COS;. 

Alors  on  tirera  de  la  formule  (214) 


(23o) 


r(^^)f(-^')f(|f)S     3. 


XXX 
cos  — COS  s  COS  — 

oc  (3  y 


t(o)  l'(o)  f(o)  l'(o) 

Si  l'on  a,  en  particulier,  f(o)  =  1,  on  conclura  de  l'équalion  (23o'),  en 
y  l'cmplaçant  .r  par  -^— > 


TT.r        T.x        r.x 


Ainsi,  par  exemple,  si  la  fonction  î^x)  est  déterminée  par  la  lor- 

OEmres  de  C.  -  S.  U,  t.  IX.  3vi 
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iniiJe  (  22G),  on  aura 


(0.3..) 


l  (  I  —  2  ^•-  COS  20  + J?^)     I— 2(-^j  COS  2  5  4-  (  -A- 

< 


I  —  2  (   -p    I  COS  2 


^-(1 


J?\  * 


Supposons  encore 

(233) 


1.2.3        1.2.3.4-5 


(z  )"  désignant  une  quelconque  des  deux  valeurs  de  /  propres  à  vérifier 
la  formule 

(234)  t'-  —  z  =  o. 

Les  racines  X,  a,  v,  .-. .  de  l'équation  (36)  seront  évidemment 

(235)  ^  HZ  7r%  ;  =  4~^.  -^=^9"^^,  Z=zo.0Ti-^  ..., 

et,  par  suite,  la  formule  (214)  donnera 


(236; 


r(o)      i-(o)      f(o) 


Si,  dans  cette  dernière,  on  remplacer;  par  û'^j:-,  on  en  tirera 


(.37)  £(^)!ll)Lvl 

^"^  ^^    txo)    r(o)    f(o) 


1.  1. 

smTTl-j     sm::^^j     s.nr^^ 


1 

1 

1 

Va, 

C' 

^27^ 

\' 

/.r^ 

\' 

) 

71 

^P. 

) 

7: 

(7. 

) 

Si  d'ailleurs  f(o)  se  réduit  à  l'unité,  on  aura  simplement 

(  X 


(238)      f(^)f(^^jf''^ 


1  1 


SlIlTTl   -    I      SU 

a 


sniTi 


X 


X  \'-  l  X 


(■^39) 
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Ainsi,  par  exemple,  en  prenant  successivement 

on  trouvera 

i_ 

x\        __  sin7r(a-')*\''— I 
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^'^"H'^4     '^ô)-"  = 


:(^)V- 


SU) 


(•2',0)         (.+.X'^)(    ,+   ^j(^l+—  )...= 


1  +  V  —  • 


(■'■)' 


s  H) 


{.ry 


puis  on  en  conclura,  en  remplaçante?  par  x-. 


(9/,.) 


(i  +  j--)  (  i  +  :^)(n- 1- 


^TtX ,>~V.X 


(,4,)    (,  +  ,^.)(i  +  -^j( 


.-r*\        _  e'^-*^v'2— 2  cos(7r^v'2) -i-e-'^-^v'^ 


3^ 


4  7Î*  X^ 


La  formule  (241)  s'accorde  évidemment  avec  la  première  des  équa- 
tions (i5i  ). 

Supposons  enfin 


(243) 


F  (  -:.  )  =  ces  (:;)■-  —  1 " — \- 


1.2        1.2.3.4 
Les  racines  X,  u.,  v,  ...  de  l'équation  (3G)  seront  évidemment 


(244) 


9~- 
f 
4 


el,  par  suite,  la  formule  (214)  donnera 

,-  \  TU-   /       \97rV      \2D7:-/ 


(245) 


1 


t 

=  cos(  — )  cos(^  )  cos(-  ) 


«■(o)        r(o)         f(oj  ^""^Va./   ^"'^V[3/  \y 

Si,  dans  cette  dernière,  on  remplace  x  par  ^>-^.-  on  en  (ircra 

4 

i(o)    f(o)      l^o;  aVa/  i\^)  -i\y } 
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Si  d'ailleurs  f(o)  se  réduit  à  l'unité,  on  aura  simplement 


1 


K.7)    r(-)f(l)f(S 


^•^^^.U;  '°'^U,)  '"'^U 


Ainsi,  par  exemple,  en  prenant  successivement 


on  trouvera 


(o48)  o  +  .)(,  +  |)(,      l 


~j...rr:COS     ^  (  j;  )'^  V^  I  J  , 


(249)     ('  +  ^'-)('+f^)(^  +  S 


cos 


t:  I  --1-  V  —  I 


^"^'j''4^^~^^"^^ 


2  v/2 

puis  on  en  conclura,  en  remplaçant  j;  par  x- , 

;•••- — ^ — ' 


(25o) 


(,  +  ..)(, _;.£:w,  +  |: 


—  TTX  -  -T  IZX 


(25l)       (l+^i)/  1+  _  )  /  1+  "— 


4 


Concevons  maintenant  que  les  fonctions  f(-),  F(^),  cessant  l'une  et 
l'autre  d'être  entières,  soient  déterminées  par  les  formules 


(262) 
(253) 


f(^)  =  cos(^)S 

1 
si  n  (:;)■- 


F(.-)  = 


(--)^ 


Alors  les  racines  a,  [3,  y,  ...;  A,  a,  v,  . . .  des  équations  (3j)  et  (3(j) 
coïncideront  avec  les  valeurs  de  z  comprises  dans  les  séries  (-i'i'i), 
(23')).  De  plus,  l'expression 


f'(^)F'(.; 


(254) 


Slll 


n^')F(-^ 


4      -         cos '  >      LV     / 


j       cos(c)^  I  I 

L(3)^sin(.-)^       "^J 


s'évanouira  généralement,  si  l'on  attribue  au  module  r  de  la  variable  z 


USAGE  DU  CALCUL  DES  RÉSIDUS  ETC.  253 

des  valeurs  infiniment  grandes,  mais  sensiblement  distinctes  des  ra- 

j 
cines  de  l'équation  sin(:;)'  =  o.  On  pourra  donc  prendre,  dans  le 

théorème  I,  cf  =  o.  Enfin,  comme  l'expression  (2")4)  s'évanouira 
encore,  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  z  tellement  choisies  que 
les  valeurs  correspondantes  du  rapport  —  différent  sensiblement  de 

celles  qui  vérifient  l'équation  cos(-  j  =  o,  on  aura,  d'après  ce  qui 

a  été  dit  ci-dessus  (tWrle  corollaire  II  du  théorème  I),  X  =  o;  et,  par 
suite,  l'équation  (78),  réduite  à  la  formule  (81),  donnera 

2J7       .       IX       .       IX 

SI  II  —  sin  A—  sm  ^- 
.r           .r            ./■                          7:            5  Ti           D  TT 
(  iJ)  )  cos  —  COS  COS  77—  •  •  •  = •  • . . 

7T  27:  07-  2.r  "iX  'XX 

71  3Tr         57Î 


Si,  dans  la  formule  (21^),  on  remplace  x  par  ^^1  on  en  tirera 


•JC  OC 

3  sin  V  5  sin  -- 
XXX  sinj7  o  0 

(  206)  COS  -  COS  -r  COS  —  •  •  •  = 

2  4  o  XXX 


puis. 

en 

écriv 

ant 

X  \l  - 

-  I 

au 

lieu 

de 

X, 

on  trouvera 

( 

:.3;)    »- 

1 

-  »■ 

-  ^ 

I 

1 

+  e 

1 

■  7  ■'' 

I 

-.r 

-4-  e 

1 

•  -.r 
6 

1 



e 

1 

-.r 

3 

1 
p5 

.r 

1 
e    ^ 

2 

2 

2 

'iX 

0. 
3 

X 

2 

5 

X 

Ajoutons  que,  si  l'on  pose  x=^\,  on  conclura  des  formules  (2)G) 

et (2^7) 

(208)  COS  -   COS  y  COS  -^•••=:Sini.3sinrr-iJSin^--' 

^        '  1  \         h  3  J 

et 

i  _1      ».         _.t.     i  _i  X         _1        1  _1 

,    ^    ^     e^  -h  e   *  e*  -I-  e   *  e*  -h  e  *  e'  —  e-'     e*  —  (?•'_  e'  —  r'    ' 

(2UQ)      — . .  •  r=  6  y .  •  •• 

^        '  5!  2  2  2  2  2 

Si  l'on  différentiait,  par  rapport  à  x,  les  deux  membres  de  l'équa- 
lion  (2jG),  ou  plutôt  leurs  logarithmes,  on  serait  immédiafenient 
ramené  à  la  formule  (3[)  du  précédent  article. 


SUR  LES 

CORPS    SOLIDES    OU    FLUIDES 

DANS   LESQUELS 

LA  CO\DE.\SATIO\  01  DILATATIO\  LIVÉAIRE  EST  LA  MÊME  EX  TOLS  SEXS 

AlïOCR    I)i:    CIIAQUI':    POINT. 


Concevons  qu'un  corps  solide  ou  fluide  vienne  à  changer  de  forme, 
(^t  que  par  l'effet  d'une  cause  quelconque  il  passe  d'un  premier  élat 
naturel  ou  artificiel  à  un  second  état  distinct  du  premier.  Rapportons 
tous  les  points  de  l'espace  à  trois  axes  rectangulaires,  et  supposons 
que  le  point  matériel  correspondant  aux  coordonnées  x,  y,  z-  dans  le 
second  état  du  corps  soit  précisément  celui  qui,  dans  le  premier  état, 
avait  pour  coordonnées  les  trois  différences 


■n,    ~^-r. 


Si  l'on  prend  x,  y,  z  pour  variables  indépendantes,  H,  y],  L  seront  des 
fonctions  de  x,  y,  z  qui  serviront  à  mesurer  les  déplacements  du  poini 
que  l'on  considère  parallèlement  aux  axes  des  coordonnées.  SoienI 
d'ailleurs /■  le  rayon  vecteur  mené  dans  le  second  état  du  corps  d'une 
molécule  m  \\  une  autre  molécule  très  voisine  m\  et  a,  fi,  y  les  angles 
formés  par  le  rayon  vecteur  r  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  posi- 
tives. Si  l'on  désigne  par 


1  + 


la  distance  primitive  des  deux  molécules  m,  m' ,  la  valeur  numérique 
de  £  sera  la  mesure  de  ce  que  nous  avons  nommé  la  dilatation  ou  con- 
densation linéaire  du  corps  suivant  la  direction  du  rayon  vecteur  /-,  sa- 
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voir,  do  la  dilatation  linéaire  si  i  est  une  quantité  positive,  et  de  la 
condensation  ou  contraction  linéaire  dans  le  cas  contraire.  Cela  posé, 
on  aura,  en  vertu  des  principes  exposés  dans  le  11^'  Volume  [p.  Go 
et  suiv.(')], 

•  y   (        ai         <)i     r.    à-:      y 

=  C0S3C  —  -z-^  cosa  —  ~  cosp—  -.-  cosy 

i4-£/        \  dj;  ôy  dz         '  ) 

(i)  '  -h    cos3 r- cosa  -  ^^cosp  —  -— cosy 

^         1         \       ^       ax  oy  ôz         '  ) 

\  (  àX  (K       o      ^^C    \- 

-r-  cosy r- cosa  — -r- ces p r- cosy  , 

\  \        '        ôx  ôy  ôz         '  J 

puis  on  en  conclura,  en  admettant  que  les  déplacements  ç,  r^,  ^Ç  soient 
très  petits, 

l  £  =  -r^  ces'  a  +   ,-  ces*  P  +  -r-  '"os-  y 
\  ôx  av  ôz         ' 

(■0    ■ 

i  fà-n       ÔX\        o  /  àK        ô'i\  [  ôl       ôn\ 

(     -^[Tz-^ôy)''''^'''''^-^[Tx-^  fz)''''y '''''' -^[ôJ--'-ô:i-)^ 

Or  on  peut  demander  quelles  conditions  doivent  remplir  c,  r^,  'C,  consi- 
dérés comme  fonctions  de  .r,  y,  z-,  pour  que  la  condensation  ou  dilata- 
tion linéaire  du  corps  reste  la  même  en  tous  sens  autour  de  chaque 
point.  Tel  est  l'objet  dont  nous  allons  maintenant  nous  occuper. 

Soient  i,  i",  i"  les  dilatations  linéaires  mesurées  parallèlemenl  aux 
axes  des  x,  r,  z.  On  aura,  en  vertu  de  la  formule  (  2), 

ÔX  '        Ôy  "        ôz 

Va\  supposant  ces  dilatations  linéaires  égales  entre  elles,  on  obti(Midra 

la  condition 

.3.  ■  ôl  _  on       ÔX 

1  0  )  -z — — -   — —  » 

^    '  ôx       ôy       ôz 

et  par  suite  l'équation  (2)  donnera 

(  ,)     s  =  £  +  ^-  +  ^-jcoslScosy  +  (^-  -H  ^^  )cosy  rosa  +  (^^  -i-  -j  co.arosp. 
(')  OEm'res  de  Cauchy,  S.  II,  T.  Vil,  p.  82  et  suiv. 
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Donc,  si  la  dilatation  linéaire  i  reste  constamment  égale  à  i',  on  aura, 
pour  des  valeurs  quelconques  de  a,  [3,  y, 

En  posant  successivement,  dans  la  formule  (5),  a=  -,  p  =  7'  y  =  -> 
on  en  tire 

Ainsi,  pour  que  la  valeur  de  z  devienne  indépendante  des  angles  a,  ■^, 
y,  il  est  nécessaire  que  les  déplacements  H,  v],  '(,  considérés  comme 
fonctions  de  x,  y,  z,  vérifient  les  conditions  (3)  et  (G).  Réciproque- 
ment, si  ces  conditions  sont  vérifiées,  £  sera  indépendant  des  angles  a, 
[3,  Y,  et  l'on  tirera  de  la  formule  (2) 

(   \  ^àl       an  _  ()X 

^^^  '-'d^-Ty-ôz' 

H  est  facile  de  s'assurer  que,  dans  le  cas  où  les  conditions  (3)  et  (G) 
sont  vérifiées,  la  distance  £  se  réduit  à  une  fonction  linéaire  de  oc,  y,  z. 
En  effet,  concevons  que  l'on  dilTérentie  la  première  des  équations  (G) 
par  rapport  à  x,  la  deuxième  par  rapport  à  y,  la  troisième  par  rapport 
\\  z,  on  trouvera 


àz  dx       ôjc  dy  dx  ôy       ôy  Oz  dy  dz       oz  Ou: 

et,  par  conséquent, 
,   ,  à^'l  à'-n  à'^ 


dy  àz         '         dz  dx         '         dx  dy         ' 

puis,  en  différentiant  la  première  des  équations  (9)  par  rapport  à  x,  la 
deuxième  par  rapport  à  jk,  la  troisième  par  rapport  à  z,  et  ayant  égard 
à  la  formule  (7),  on  obtiendra  les  suivantes  : 

dH  dH  d-t 


dy  dz  dz  dx  dx  dy 
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Au  contraire,  si  l'on  difrérentie  deux  fois  de  suite  la  première  des 
équations  (G)  par  rapport  aux  variables  j  et  z,  la  deuxième  par  rap- 
port aux  variables  :■  et  ce,  la  troisième  par  rapport  aux  variables  x  et  r, 
et  si  l'on  a  toujours  égard  à  la  formule  (7),  on  trouvera 

,     ,  d's        d-E  â-£        à-s  d-£        à^e 

puis  on  en  conclura 

,     ,  ôH  â'e  âH 

oj;-  ay^  oz^ 

Or  on  tire  des  formules  (10)  et  (12) 


<'^)      <f:; 

)=». 

"(!)-"■ 

<i 

et,  par  conséquent. 

('4) 

dz 

f;-' 

de 

(.5) 

di- 

:  a  dx  -\-  b  dy  H-  c  dz. 

(16) 

£  ~ 

z  ax  -\-  by  -\-  cz 

+  /.-, 

a,  b,  c,  k  désignant  des  quantités  constantes.  On  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

luKORÈjn:.  —  Si  un  corps  solide  ou  Jluide  vient  à  changer  de  forme,  de 
manière  que  la  condensation  ou  dilatation  linéaire  reste  très  petite  et  soit 
la  même  en  tous  sens  autour  de  chaque  point,  cette  dilatation  ou  conden- 
satio/i  ne  poutra  être  qu'une  fonction  linéaire  des  coordonnées  x,  y,  z. 

La  valeur  de  £  étant  déterminée  par  l'équation  (iG),  on  déduira  sans 
peine  les  valeurs  de  E,  r^  et  'Q  de  la  formule  (7)  combinée  avec  les 
équations  (G);  et,  comme  celles-ci  donneront 


,i..2       A..  A..  dy  dz 


an 
ày'  ' 

"  dz-  ~ 

Je 

dx 

OEuvrcs  de  C.  — 

s.  M,  t. IX. 

33 
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on  trouvora 

/  l  —{ax-^  />j  +  c- 4- A-)^:"  — i«(x*'-4-/^  +  --)  + /«/  —g--  -^  ^» 
(i8)      <   ■r\  —  {ax-^by  +  cz-\-k)y  —  \b{x'-\-f--^z''-)  +  fz  —  lix -\- m, 
\  Ç  ={ax  +  by  +  cz  -\-  k)z  —  ic(j:M- j^+ --)  ^  gx  —  fy  -¥-  n, 

/,  g;  h,  l,  m,  n  désignant  encore  des  quantités  constantes. 


SUR  DIVERSES  PROPOSITIONS 


RELATIVES 


A  L'ALGÈBRE  ET  A  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES, 


Des  recherches  entreprises  sur  la  résolution  des  équations  binômes 
m'ont  conduit  à  reconnaître  qu'il  existe  des  relations  dignes  de  re- 
marque entre  les  quantités  désignées  dans  la  théorie  des  nombres  sous 
le  nom  de  racines  primitives  et  d'autres  quantités  que  renferment  les 
produits  de  certaines  expressions  algébriques.  D'ailleurs,  l'analyse  par 
laquelle  je  suis  parvenu  à  découvrir  ces  relations  m'a  offert  le  moyen 
de  résoudre  facilement  certaines  équations  indéterminées,  et  m'a 
fourni  des  théorèmes  qui  paraissent  mériter  l'attention  des  géomètres. 
Je  consacrerai  plusieurs  articles  au  développement  des  principes  sur 
lesquels  repose  cette  analyse;  mais,  comme  ce  développement  exige  la 
connaissance  préliminaire  de  diverses  propositions  relatives  à  l'Al- 
gèbre et  à  la  théorie  des  nombres,  je  commencerai  par  établir  les  pro- 
positions dont  il  s'agit.  J'indiquerai  en  même  temps  plusieurs  consé- 
quences nouvelles  que  l'on  peut  en  déduire. 

Soit  n  un  nombre  entier  quelconque.  Je  dirai  que  les  quantités  en- 
tières, positives  ou  négatives,  h  et  k  sont  équivalentes  suivant  le  module 
n,  lorsque  la  différence  h  —  k  ou  k  —  h  sera  divisible  par  n,  et  j'indi- 
querai celte  équivalence,  nommée  congruence  par  M.  Gauss,  à  l'aide  de 

la  notation 

h  =  k         (mod./j), 

employée  par  ce  géomètre.  Cela  posé,  si  l'on  vérifie  la  formule 

(i)         ao.r"'  + «10:'"-'  + a,x"'-'+. . .+ a„,_ia: -+- a,„=  o         (raod./i), 
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dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  entier  et  a^,  a,,  . . .,  «,„_,,  a„^  des 
quantités  entières,  en  attribuant  à  x  les  valeurs  entières 

on  la  vérifiera  encore  en  prenant 

.37  =:  ^1  ±:  ni,  X  :=.  Xi±  nj ,  .  .  . , 

/,  y  désignant  des  nombres  entiers,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en 
prenant 

X  :z=   X  ^,  X  =:   X^ ,    .  •    •    •  , 

Qix^^x.,,  ...  seront  des  racines  de  la  formule  (i).  Mais  deux  quel- 
conques de  ces  racines,  par  exemple,  .r,,  o^j  ne  seront  considérées 
comme  distinctes  que  dans  le  cas  où  elles  ne  seront  pas  équivalentes 
suivant  le  module  n.  Ajoutons  que  les  notations 

^,     h'k-"\     ... 

représenteront  les  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  les  formules 

kx  —  li,         k'^xzzzh',         

Soit  maintenant  p  un  nombre  premier  quelconque.  Je  dirai,  avec 
M.  Poinsot,  que  p  est  une  racine  primitive  de  l'équation 

(  2  )  x'^—\, 

et  r  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

(3)  x"-^\         (mod./?), 

lorsque  p"  sera  la  plus  petite  puissance  de  p  qui  se  réduise  à  l'unité,  et 
r"  la  plus  petite  puissance  de  r  équivalente  à  l'unité  suivant  le  mo- 
dule/?. Ces  définitions  étant  admises,  on  établira  sans  peine,  sur  les 
racines  des  équations  et  des  équivalences,  les  propositions  suivantes, 
dont  la  plupart  étaient  déjà  connues  (')  : 

(')  On  peut  consulter,  à  ce  sujet,  divers  Mémoires  d'EuIer  et  de  Lagrange;  l'Ouvrage  de 
M.  Gauss,  intitulé  :  Disquisitiones  ariUimeticœ ;  la  Théorie  dcx  nombres  de  M.  Legendre; 
un  travail  de  M.  Poinsot,  inséré  dans  le  tome  V  des  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences, 
et  les  Mémoires  de  Mathématiques  publiés  par  AI.  Guillaume  Libri. 
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Théorème  I.  —  Soient  m  un  nombre  entier,  p  un  nombre  premier,  et  «„, 
a^,  a.,,  . ..,  a,r.  des  quantités  entières.  La  formule 

(.',)  rto-^'" -H  «1  •^"'~' +  ••• -+-«/»-! -2^  + «"î  —  o        (mod./^) 

n'admettra  jamais  plus  de  m  racines  distinctes. 

Démonstration.  —  En  efret,  soient  x^,  X2,  ...,  ^m,  m  racines  dis- 
tinctes de  la  formule  (4).  On  aura  identiquement 

a^x'l'  +  rti^;"-»  H- . . .  +  ^,„- 1.^1  +  a,„  =  o         ( mod. /;). 

En  substituant  la  valeur  de  a,„,  tirée  de  cette  dernière  équivalence, 
dans  la  formule  (4),  on  trouvera 

i  ao^'"  +  <7,  x'"-^  H- .  .  .  +  a;„_,ar  -+-  a,n 

(5)  . 

P,  désignant  un  polynôme  qui  aura  pour  premier  terme  le  produit 
rt^o-r'"-',  et  qui  sera  équivalent  à  zéro  pour  x  —  x.,,  pourx  =  X3,  etc. 
On  trouvera  de  même 

(6)  \\^{x  —  x.i)V.,         V..^{x  —  x.,)\*^,  ...,  \*,„  =  {x  —  x,n)V„„ 

P2,  P.,,  ...,  P,„--,,  P,„  désignant  des  polynômes  dont  les  premiers 
termes  seront  a^x'"-'- ,  a^x"'-^ ,  ...,  a^^x,  a^,  en  sorte  qu'on  aura  sim- 
plement 

(7)  P,«  =  rto- 

D'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (5),  (G),  (7),  on  aura,  (juel  que 
soit  X, 

( 8 )  a^x'"  +  a, x'"-^  m-  ...  4-  a,„_, ^  +  a„,  ^  aç,{x  —  Xy)  {x  —  x,_) . . . {x  —  x,„ ). 
Donc  l'équivalence  (j)  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

(9)  a^{x  —  xy){x  —  x^){x  —  x^). .  .(x  —  x,n)  ^  o. 

Or  cette  dernière  ne  peut  être  vérifiée  qu'autant  que  l'on  prond 
x==x,         ou         x^x\,         ...,         on         x^x,,,. 
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Corollaire.  —  La  formule  (8)  devant  subsister,  quel  que  soit^,  en- 
traîne évidemment  les  suivantes 

l'  a,  ==— ao(a;i+ ^2  +  - •  •  + -^//i)         (mod./>), 


(lO) 

y    Cl  ffi  =  _U  Cl  0  t37  j  ^  2  •  •  •  *^ 

lorsque  le  nombre  m  ne  surpasse  pas  le  module/^.  Alors,  en  effet,  si 
les  conditions  (lo)  n'étaient  pas  remplies,  la  formule  (8),  dans  la- 
quelle le  second  membre,  développé  suivant  les  puissances  descen- 
dantes de  la  variable  x,  a  pour  premier  tenue  «o-^"*»  se  réduirait  à  une 
équivalence  d'un  degré  inférieur  à  p,  et  pourtant  cette  équivalence 
devrait  admettre  autant  de  racines  que  la  division  d'un  nombre  entier 
par/? peut  fournir  de  restes  différents,  c'est-à-dire/»  racines  distinctes. 
Or  cette  conclusion  ne  s'accorderait  pas  avec  le  théorème  L 

Scolie.  —  Lorsque  l'équation  (i)  est  du  premier  degré  ou  de  la 
forme 

(lO  •      «o^H-^i^o        (mocl./i), 

elle  ne  peut  admettre  qu'une  seule  racine,  et  elle  en  admet  toujours 
une,  représentée  par  la  notation 

(i2)  œ= 1, 


excepté  dans  le  cas  où  la  fraction  —  »  réduite  à  sa  plus  simple  expres- 
sion, conserverait  un  dénominateur  qui  ne  serait  pas  premier  à  /?.  En 
effet,  l'on  pourra  toujours  trouver  des  nombres  entiers  œ  et  r  propres 
à  vérifier  la  formule 

(i3)  a^x  -h  Ui  —  nr, 

à  moins  que  a^  et  n  ne  soient  simultanément  divisibles  par  un  nombre 
qui  ne  diviserait  pas  «,. 

Théorème  IL  —  Supposons  que  la  formule  (4)  admette  m  racines  dis- 
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Une  tes.  Soit  d'ailleurs  P  un  polynôme  qui  divise  exactement  le  premier 
membre  de  cette  formule.  Le  nombre  des  racines  distinctes  de  l'équiva- 
lence 

(i4)  P  =  o        (mod./j) 

sera  précisément  égal  au  degré  du  polynôme  P. 

Démonstration.  —  Soit  Q  la  quantité  qu'on  obtient  en  divisant  par  P 
lo  premier  membre  de  la  formule  (i).  Cette  formule  pourra  s'écrire 
comme  il  suit 

(i5)  PQ=o        (mod.jy), 

et,  par  conséquent,  chacune  des  racines  x  =^x^,  a?  =  x.,,  . .  -,  x  =^  x,^ 
vérifiera  l'une  des  équivalences 

(i6)  P^o,        Q~o        (mod./?). 

Soit  d'ailleurs  a  le  degré  du  polynôme  P.  m  —  [x  sera  le  degré  du  poly- 
nôme Q,  et,  comme  le  nombre  de  celles  des  quantités  ^,,  x^,  . . .,  x^ 
qui  satisferont  à  la  seconde  des  formules  (iG)  ne  pourra  surpasser 
m  —  a,  le  nombre  de  celles  qui  satisferont  à  la  première  ne  pourra 
devenir  inférieur  à  u..  Donc  ce  dernier  nombre  sera  nécessairement 
égal  au  degré  ui  du  polynôme  P. 

TiiÉORÈsiE  III.   —  Soit  p  un  nombre  premier  quelconque.  La  formule 

(17)  œP-^=^  I         (mod.  p) 

admettra  p  —  i  racines  distinctes,  respectivement  équivalentes  aux  nombres 
entiers 

(18)  I,     2,    3,     ...,    p  —  u 

Démonstration.  —  En  effet,  si  l'on  prend  pour  x  un  quelconque  de 
ces  nombres  entiers,  on  trouvera 

xi'~{i  +  jr^y'^\ +{x  —  i)''        (mod./;) 

et,  par  conséquent, 

xi'—  x~{x  —  \)i'—  {x  —  \)  =  {x  —  2)/'—  (a;  —  2)  = . .  .  =£  -il'—  2  —  I /*  —  I  =3  o. 
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ou,  co  qui  revient  au  même, 

œ{a:P''^  —  i)^  o; 

et,  comme  x  ne  sera  pas  divisible  par/>,  on  en  conclura 

(19)  .T/'-'  — 1  =  0         (inod.y^). 

l.e  théorème  compris  dans  la  formule  (17)  ou  (19)  est  dû  à  Fermai. 

Corollaire.  —   Comme,  pour  faire  coïncider  la  formule  (4)  avec  l'é- 
quivalence (17),  il  suffit  de  prendre 

m^=p  —  \,         Oq—i,         ai  =  o,        (72  =  0,         ...,        «„,_i  — o,         a„i  —  —i, 

on  aura,  en  vertu  des  formules  (10)  et  du  théorème  IIl, 

I  +  2H-3-|-...+  (/J— -i)eso  (iiiocl./j), 

1 .2  +  j  .3  +. .  .-f- 1  (/;  —  1)  +2.3  +. . . 

(20)  i  +2(/^  — 1) +...+  (/>  — 2)  (y>  —  i)  =  o, 


I.2.3...(/^  —  2)(/;  — l)=—  I. 

]/à  dernière  des  formules  (20)  peut  encore  s'écrire  ainsi  qu'il  suit 

(21)  1 .2.3. . .  (/^  —  2)  (/;  —  i)  4- I  =  o        (mo(l./>), 
et  comprend  le  théorème  de  Wilson. 

Théorème  IV.  —  Soient  p  un  nombre  premier  et  n  un  diviseur  de  p  —  i. 
La  formule 

(3)  a:"  =  I         (mod.  yj) 

admettra  n  racines  distinctes. 

Démonstration.  —   Soit 

(22)  p  —  i-=i  nm. 

Le  binôme 

(23)  ^P-l  — I  —  .Z-"CT—  I 
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sera  divisible  par  le  binôme 

j?"  —  i. 

Donc,  puisque  la  formule  (19)  admet/?  —  i  racines  distinctes,  l'équi- 
valence 

(2/4)  ic'*— 1  =  0        (mod./>) 

ou  la  formule  (3)  admettra  n  racines  distinctes,  en  vertu  du  théo- 
rème IlL 

Théorème  V.  —  Soient  m,  n  deux  nombres  entiers  quelconques,  w  leur 
plus  grand  commun  diviseur,  et  q  un  nombre  premier  ou  non  premier. 
Toute  racine  commune  des  deux  équations 

(25)  X"'=.\,  X''=l 

vérifiera  encore  l'équation 

(26)  ;r"=i; 

et  toute  racine  commune  aux  deux  équivalences 

(27)  x"^^\,        ^"=1        (mod.  ^) 
x>érifiera  encore  la  formule 

(28)  x'^=\        (mod.  7). 

Démonstration.  —  co  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ?n  et 
de  n,  on  pourra  trouver  des  quantités  entières  u  et  v  propres  à  vérifier 
la  condition 

(29)  mu  —  m'  :=^  co. 

Cela  posé,  on  tirera  des  équations  (25) 

ou 

x'""  —  x''"  =  œ"'"  {x'^  —  i)  —  o, 

par  conséquent 

(  3o  )  x^—\=zo; 

OEuvrea  de  C.  —  S.  M,  t.  IX.  34 
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et  des  formules  (27) 

a^"'«=i  =  ^«''        (mod.  «7) 
OU 

^"'"— ^'^"he  ^•«''(^•"— l)  =  0  (mod.7), 

par  conséquent 

(3i)  a;'^_i=o        (niod.  7). 

Or  l'équation  (3o)  coïncide  avec  l'équation  (26),  et  la  formule  (3t) 
avec  la  formule  (28). 

Corollaire.  —  Comme  toute  racine  non  primitive  de  l'équation  (2) 
ou  de  l'équivalence  (3),  dans  laquelle  p  désigne  un  nombre  premier, 
vérifiera  une  autre  équation  de  la  forme 

a?'"  =  I 

OU  une  équivalence  de  la  forme 

^"'=  I        (mod.  p), 

m  étant  <  n,  il  suit  du  théorème  V  qu'une  semblable  racine  devra 
encore  vérifier  l'équation 

(32)  ^«=1 

ou  l'équivalence 

(33)  x'^—i         (mod./j), 

w  étant  un  nombre  entier,  diviseur  de  w,  mais  inférieur  à  n.  Donc,  si 
l'équation  (2)  ou  l'équivalence  (3)  admet  des  racines  non  primitives, 
autres  que  l'unité,  n  ne  pourra  être  un  nombre  premier. 

Théorème  VI.  —  Soit  n  un  nombre  entier  quelconque.  L'équation 

(2)  X''  —  \ 

admettra  autant  de  racines  primitives  qu'il  y  a  dénombres  entiers  premiers 
à  n,  mais  inférieurs  à  n\  et,  si  Von  suppose 

(34)  n  —  a''b>c'^..., 
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a,  h,  c...  étant  les  facteurs  premiers  de  n,  chacune  des  racines  primitives 
de  l'équation  (2)  sera  le  produit  de  plusieurs  facteurs  u,  v,  w,  . , . ,  qui 
serviront  de  racines  primitives  aux  équations 

(35)  ««"=1,         p'-^^i,         w'''''=i,         

Démonstration.  —  Si  /^  est  un  nombre  premier,  toutes  les  racines 
de  l'équation  (2),  autres  que  l'unité,  seront  primitives,  en  vertu  du 
corollaire  qui  précède.  Le  nombre  de  ces  racines  primitives  sera  évi- 
demment n  —  i. 

Si  n  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  a,  c'est-à-dire  de  la 
forme 

(36)  «  =  «=', 
alors  toute  racine  non  primitive' de  l'équation  (2)  ou 

(3;)  x"-"'—i 

vérifiera  l'équation 

(38)  ^«""'=1, 

puisque  tout  nombre  diviseur  de  a",  mais  inférieur  à  «*,  divisera  né-        ^ 
cessairement  rt*~^  Donc  les  racines  non  primitives  de  l'équation  (2) 
seront  alors  en  nombre  égal  à  «°'~'.  Les  racines  restantes,  dont  le 
nombre  aura  pour  mesure  la  différence 

(39)  aa_^^a-i_^a-i(^_l)  — ,^/  l_  i 

seront  toutes  primitives. 

Si  n  n'est  pas  un  nombre  premier,  ni  une  puissance  d'un  nombre 
premier,  on  pourra  décomposer  n  en  deux  facteurs  A,  k  premiers  entre 
eux,  et,  pour  vérifier  l'équation  (2)  ou 

(40)  a;''*  3=1, 
il  suffira  de  prendre 
(40  ^=r-, 


J 
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y,  z  étant  des  racines  des  deux  équations 

(42)  y'=i, 

(43)  ^^  =  1. 

J'ajoute  que,  si,  dans  la  formule  (40'  o"  substitue  successivement  à  y 
toutes  les  racines  de  l'équation  (42),  et  à  ^  toutes  les  racines  de  l'é- 
quation (43),  on  obtiendra  toutes  les  racines  de  l'équation  (4o).  En 
effet,  le  nombre  des  racines  de  l'équation  (42)  étant  égal  à  h,  et  le 
nombre  des.racines  de  l'équation  (43)  égal  à  k,  le  nombre  des  valeurs 
de  X,  déduites  de  la  formule  (40'  ^^^^  ^^^^  ^"  produite,  c'est-à-dire 
au  nombre  des  racines  de  l'équation  (2)  ou  (4o);  t^t  d'ailleurs  il  est 
facile  de  s'assurer  que  ces  valeurs  seront  toutes  distinctes  les  unes  des 
autres.  Car,  si  l'on  désigne  par  j,,  jo  deux  racines  de  l'équation  (4^), 
par  :;,,  z^  deux  racines  de  l'équation  (43),  et  si  l'on  suppose 


on  en  conclura 


/l -1  =  72 -2, 


et,  comme  on  aura  d'autre  part 

\fJ~yr  ' 

il  est  clair  que  le  rapport  —  sera  une  racine  commune  des  deux  équa- 
tions 

par  conséquent,  la  racine  unique  de  l'équation 


puisque  h  et  k  n'ont  d'autre  commun  diviseur  que  l'unité.  On  trouve- 
rait donc  alors 
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et  de  même 

Donc  les  valeurs  de  x  fournies  par  l'équation  (4i),  et  correspondantes 
à  des  systèmes  divers  de  valeurs  de  y  et  de  z,  seront  toutes  distinctes 
les  unes  des  autres,  et  respectivement  égales  aux  diverses  racines  de 
l'équation  (4o)- 

Enfin  il  est  clair  que  le  produit  yz  sera  une  racine  primitive  de 
l'équation  (4o)»  lorsque  j,  z  seront  des  racines  primitives  des  équa- 
tions (40'  (42).  En  effet,  soit  m  le  degré  de  la  plus  petite  puissance 
de  j^  qui  soit  équivalente  à  l'unité.  Comme  le  nombre  m  devra  diviser 
le  produit  Jik,  on  aura  nécessairement 

s  désignant  un  diviseur  de  h  et  t  un  diviseur  de  k.  De  plus,  en  élevant 
chaque  membre  de  la  formule 

(44)    .  (j^r'=ï 

k 
à  la  puissance  entière  du  degré  ->  on  en  tirera 

et,  par  conséquent, 

(45)  r'=--i- 

Or  les  formules  (42),  (45)  devant  subsister  simultanément,  et  s  étant 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  h  et  sk,  on  en  conclura 

(46)  r=i. 
On  trouvera  de  même 

(47)  -'  =  '• 

Donc  la  formule  (44)  entraîne  les  formules  (.\G)  et  (47)-  D'ailleurs,  si 
y  eiz  sont  des  racines  primitives  des  équations  (42)  et  (4^),  les  expo- 
sants 5,  ^  dans  les  formules  (4^)»  (47)»  ne  pourront  devenir  inférieurs, 
le  premier  au  nombre  h,  le  second  au  nombre  k.  Donc  alors  la  plus 
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petite  valeur  que  l'on  puisse  attribuer  à  m  sera  m  =  hk,  et,  par  consé- 
quent, X  sera  une  racine  primitive  de  l'équation  (4o).  Ajoutons  que, 
si  les  facteurs  r,  z  ne  sont  pas  tous  deux  des  racines  primitives  des 
équations  qu'ils  vérifient,  le  produites  ne  sera  pas  non  plus  une  ra- 
cine primitive  de  l'équation  (4o),  puisqu'en  supposant  remplies  les 
deux  conditions  ^  <  A,  ^  <  ^,  ou  l'une  d'entre  elles,  on  pourra  des  for- 
mules (46),  (47)  déduire  immédiatement  la  formule  (44),  dans  la- 
quelle on  aura  si  <  Iik. 

Soient  maintenant  a,  b,  c,  ...  les  facteurs  premiers  de  7i,  en  sorte 
qu'on  ait 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  on  obtiendra  les  racines  primitives  de 
l'équation  (1)  en  multipliant  celles  de  l'équation  (87),  qui  sont  en 
nombre  égal  à  «"-'(a  —  i),  par  celles  de  l'équation 

De  même,  on  obtiendra  ces  dernières  en  multipliant  celles  de  l'é- 
quation 

qui  sont  en  nombre  égal  à  b'^-'{b  —  i),  par  les  racines  primitives  de 
l'équation 

^'■'•■•n:  I. 

lin  continuant  de  la  même  manière,  on  finira  par  reconnaître  que 
chaque  racine  primitive  de  l'équation  (2)  est  le  produit  de  plusieurs 
facteurs  u,  r,  w,  ...,  qui  servent  de  racines  primitives  aux  équa- 
tions (35);  et,  comme  les  produits  de  cette  espèce  seront  tous  distincts 
les  uns  des  autres,  il  est  clair  que  le  nombre  de  ces  produits  ou  l'ex- 
pression 

(48)    Nz=a^-iZ.?-icr->...(a-i)(6-i)(c-i)...=.«('i-lVi-iV',-iy.. 

indiquera  précisément  le  nombre  des  racines  primitives  de  l'équa- 
tion (2). 
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Si  dans  le  produit  u,v,w,...  on  faisait  entrer  successivement  toutes 
les  racines  primitives  ou  non  primitives  des  équations  (35),  on  obtien- 
drait évidemment  pour  résultats  toutes  les  racines  primitives  ou  non 
primitives  de  l'équation  (2). 

Scolie  I.  —  Soit  p  une  racine  primitive  de  l'équation  (2).  Les  di- 
verses puissances  de  p,  d'un  degré  inférieur  à  n,  savoir 


(49) 


P'=i,    p, 


seront  évidemment  des  racines  de  la  même  équation.  De  plus,  ces  ra- 
cines seront  distinctes  les  unes  des  autres.  Car,  si  l'on  suppose 

p'=p'% 

m  étant  inférieur  à  n,  et  /  égal  ou  inférieur  à  m,  on  en  conclura 

p"'-'=i; 

par  conséquent,  m  —  l=oowm  =  l,  puisque,  p  étant  racine  primitive, 
aucune  puissance  de  p,  d'un  degré  différent  de  zéro,  et  inférieur  à  n, 
n'aura  pour  valeur  l'unité.  Donc  la  suite  (49)  comprendra  toutes  les 
racines  de  l'équation  (2).  De  plus,  si  les  nombres  /i  et  m</i  ont  un 
commun  diviseur  co  >  i,  alors,  en  prenant 


on  vérifiera,  non  seulement  l'équation  (2),  mais  encore  la  suivante 


X'^=il, 


et,  par  conséquent,  x  =  p'"  ne  sera  pas  une  racine  primitive.  Donc  les 
seules  puissances  de  p  qui  pourront  servir  de  racines  primitives  à  l'é- 
quation (2)  seront  celles  qui  offriront  des  exposants  premiers  à  n.  Il 
est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que,  si  m  est  premier  'dn,x  =  p'"  sera 
une  racine  primitive.  Alors,  en  effet,  si  l'on  désigne  par 


^*=  p' 


la  plus  petite  puissance  de  x  qui  se  réduise  à  l'unité,  le  plus  grand 
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commun  diviseur  de  ms  et  de  n  sera  le  même  que  celui  de  s  et  de  n. 
Or,  en  vertu  du  théorème  V,  la  puissance  de  p,  dont  l'exposant  sera 
égal  à  ce  plus  grand  commun  diviseur,  aura  pour  valeur  l'unité;  et, 
puisque  p  est  une  racine  primitive,  l'exposant  dont  il  s'agit  ne  pourra 
offrir  un  exposant  inférieur  à  n.  Donc  la  plus  petite  valeur  qu'on 
puisse  attribuer  à  s  doit  être  divisible  par  n,  et  ne  saurait  différer  de 
s  =  n;  d'où  il  résulte  que  x  =  p'«  sera,  dans  l'hypothèse  admise,  une 
racine  primitive  de  l'équation  (2). 

Scolie  IL  —  Puisque  les  diverses  racines  primitives  de  l'équa- 
tion (2)  sont  respectivement  égales  aux  diverses  puissances  de  p  dont 
les  exposants  sont  premiers  à/?,  mais  inférieurs  à /z,  l'expression  (48) 
indique  certainement  combien  il  y  a  de  nombres  entiers  premiers  à  n, 
et  plus  petits  que  n.  C'est,  au  reste,  ce  qu'il  serait  facile  de  prouver 
directement. 

Théorèjie  VII.  —  Soient  p  un  nombre  premier  quelconque  et  n  un 
nombre  entier  diviseur  de  p  —  i .  L'équivalence 

(2)  ^"=1        {moù.  p) 

admettra  autant  de  racines  primitives  qu'il  y  a  de  nombres  entiers  premiers 
à  n,  mais  inférieurs  à  n  ;  et,  si  l'on  suppose 

(34)  ^     n  =  a'^b^cy..., 

a,  b,  c,  ...  étant  les  facteurs  premiers  de  n,  chacune  des  racines  primi- 
tives de  l'équivalence  (3)  sera  le  produit  de  plusieurs  facteurs  u,  v,  w,  ... 
qui  serviront  de  racines  primitives  aux  équivalences 

(00)  w«';sr,        p6^=i,         «W=i,         ...         (mod./?). 

Démonstration.  —  Pour  établir  le  théorème  VII,  il  suffit  de  rem- 
placer, dans  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  du  théorème  VI, 
le  signe  =  par  le  signe  es,  en  prenant  le  nombre  p  pour  module. 

Scolie  L  —  Soit  r  une  racine  primitive  de  l'équivalence  (3).  Les 
diverses  puissances  de  r  d'un  degré  inférieur  ii  n,  savoir 
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seront  évidemment  des  racines  de  la  même  équivalence.  De  plus,  ces 
racines  seront  distinctes  les  unes  des  autres.  Car,  si  l'on  suppose 

/•'=/•'"        (mod.p), 

m  étant  inférieur  à  /z,  et  /  égal  ou  inférieur  à  m,  on  en  conclura 

r"'-'=r         (mod./?), 

par  conséquent  m  =  l.  Donc  la  suite  (5i)  comprendra  toutes  les  ra- 
cines de  la  formule  (3).  De  plus,  si  les  nombres  n  et  Tn<^n  ont  un 
commun  diviseur  w  >>  i ,  alors,  en  prenant 

a;=r'"         (mod.^), 

on  vérifiera,  non  seulement  la  formule  (3),  mais  la  suivante 

n 

j?*^Esi         (inod./^), 

et,  par  conséquent,  x^e^t^"  ne  sera  pas  une  racine  primitive.  Donc  les 
seules  puissances  de  r  qui  pourront  servir  de  racines  primitives  a  la 
formule  (3)  seront  celles  qui  offriront  des  exposants  premiers  à  ii. 
Enfin,  comme  le  nombre  N  des  racines  primitives  est  précisément  égal 
au  nombre  des  puissances  de  r  qui  offrent  des  exposants  premiers  à  ii, 
mais  plus  petits  que  n,  on  peut  affirmer  que  chacune  de  ces  puis- 
sances sera  une  racine  primitive.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'il  serait  facile 
de  prouver  directement. 

Scolie  II.  —  Lorsque  n  devient  égal  à  /^  —  i,  les  racines  primitives 
de  l'équivalence  (3)  réduite  à  la  forme 

^P-i==i         (mod.yv) 

sont  ce  qu'on  appelle  les  racines  primitives  du  nombre  premier/;.  Cela 
posé,  on  trouvera  toujours,  pour  un  nombre  premier/?,  autant  de  ra- 
cines primitives  qu'il  y  aura  de  nombres  premiers  à/>,  mais  inférieurs 
'A  p. 

Théorème  VIll,  —  Soie/H  p  une  racine  primitive  de  l'équation  (2),  /  une 

CEuvres  de  C.  —  S.  Il,  l.  IX.  35 
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racine  primitive  de  l'équivalence  (3),  et  co  un  diviseur  entier  de  n.  Les 
deux  formules 

n 
n 

(53)  x^=\         (mod./>) 

auront  pour  racines  les  puissances  de  p  et  de  r  dont  les  exposants  seront 
multiples  de  iù,  et  pour  racines  primitives  celles  des  mêmes  puissances  dont 

les  exposants,  divisés  par  o),  donneront  pour  quotients  des  nombres  qui 

,   n 
seront  premiers  a  -  • 

Démonstration.  —  En  effet,  dans  l'hypothèse  admise,  les  différents 
termes  compris  dans  la  suite 

(54)  p«=i,  p",  p2to^   ...^         pV«~'^'"'=P"-w, 

et  dont  le  nombre  est  -,  seront  autant  de  racines  distinctes  de  l'équa- 
tion  (52),  tandis  que  les  différents  termes  compris  dans  la  suite 

seront  autant  de  racines  distinctes  de  l'équivalence  (53).  De  plus,  m 
désignant  un  des  nombres  entiers  o,  i,  2,  ...,-—  i,  p"'"  deviendra 
une  racine  primitive  de  l'équation  (52),  et  r""^  une  racine  primitive  de 
l'équivalence  (53),  si  mn  est  le  plus  petit  multiple  de  m(^i  qui  soit  di- 
visible par  n,  par  conséquent  si  m  est  premier  à  -  • 

Théorème  IX,  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  les  théorèmes 

VI  et  VII,  désignons  par 

n,     n' ,     n" , 

les  termes  positifs,  et  par 

—  'h,     —  n-2,     ■■■ 

les  termes  négatifs  que  présente  le  développement  du  produit 
(56,  N.„(,_i)(,„.)(,__l).... 
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Faisons  d 'ailleurs 

^'^'  '  (or".  — i)  (jc».— i).  .. 

X  sera  une  fonction  entière  de  x,  et  les  deux  formules 

(58)  X=o, 

(Sg)  X  =  o         (mod.;>) 

auront  pour  racines,  la  première,  les  racines  primitives  de  l'équation  (2), 
la  seconde,  les  racines  primitives  de  l'équivalence  (3). 

Démonstration.  —  Comme,  en  développant  le  produit  N,  on  trou- 
vera 

,  n    .     ^T  n        n        n  un  n  n 

(60)     N  =  « ...  4-  -  -  H H  .  .  .  +  7-  +  .  .  . .  .  . ,  ■ 

n        t)        c  ah        ac  oc  abc 

on  en  conclura 

Cela  posé,  soit  p  une  racine  primitive  de  l'équation  (2),  et  r  une 
racine  primitive  de  l'équivalence  (3).  Chacun  des  binômes  ' 


^n — j       x"—i,     œ'' — I,     a:'— I, 

(6.) 


\  x"^  —  I ,     œ'"'  —  I ,      ...  ;      œ""^  —  i,      ...  ;      x'""'  —  1 ,      ... 

sera  égal  au  produit  de  quelques-uns  des  facteurs  linéaires 

(63)  X  —  \,     X  —  p,     X  —  p-,      ...,     X  —  p"~^ 

et  de  plus  équivalent,  suivant  le  module/;,  au  produit  de  quelques- 
uns  des  facteurs  linéaires 

(64)  -^  —  I,     X  —  r,     X  —  /•',      ...,     j;  — /•"-'. 

D'ailleurs,  m  étant  l'un  quelconque  des  nombres  entiers 

o,      I,      ■?.,      .  .  .,      n  '-\, 

le    facteur  linéaire  x   -  p'"  divisera  seulement  le   premier  des   bi- 
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nômes  (62),  si  p"'  est  une  racine  primitive  de  l'équation  (2).  Le  même 
facteur  divisera  les  deux  binômes 

n 
J?"  —  I ,        œ"  —  I  , 

n 

lorsque  p"'  sera  une  racine  de  l'équation  x"=\.  Tl  divisera  les  quatre 
binômes 

n  n  n 

œ'^  —  I ,       ^"  —  I  ,       x''  —  I ,       X"''  —  I  , 

n 

lorsque  p"'  sera  une  racine  de  l'équation  ^"^=r  i,  . . .,  et  généralement 
il  divisera  tous  les  binômes  dans  lesquels  les  exposants  de  x  seront 
égaux  aux  termes  que  présente  le  développement  du  produit 


n(i-M,      ou     n(i~]-\      ou     n{i-l\ 


b 

lorsque  p'"  sera  une  racine  de  l'équation 

x"=i,         ou         x''  =  \,         ou         x'^^=.\,         ...,  * 

^  n  n 

iaf\\      '    ou  x"^>z=z\,  ou  X"''z=z\,  ...,  ou  a:*'^— I,  ..., 

In 
ou  J?"^'^=I,  ..., 


c'est-à-dire  lorsque  le  nombre  m  sera  multiple  de  a,  ou  de  h,  ou  de 

^,  . . .,  ou  de«è,  ou  de  6fc,  . . .,  ou  de  hc,  . . .,  ou  de  abc, D'ailleurs, 

comme,  dans  le  développement  de  chacun  des  produits  que  nous 
venons  d'indiquer,  le  nombre  des  termes  positifs  est  précisément  égal 
au  nombre  des  termes  négatifs,  il  est  clair  que  le  facteur  linéaire 
X  —  p'"  divisera  généralement,  dans  le  numérateur  de  la  fraction  que 
renferme  la  formule  (61),  autant  de  binômes  que  dans  le  dénomina- 
teur. Donc,  en  général,  ce  facteur  disparaîtra,  si  l'on  réduit  la  fraction 
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dont  il  s'agit  ii  sa  plus  simple  expression.  On  doit  seulement  excepter 
le  cas  où  p"\  cessant  d'être  racine  d'une  ou  de  plusieurs  des  équa- 
tions (6G),  deviendrait  racine  primitive  de  l'équation  (2).  Donc  la 
valeur  de  X,  déterminée  par  la  formule  (61),  sera  égale  au  produit  de 
ceux  des  facteurs  (63)  qui  répondent  aux  racines  primitives  de  l'équa- 
tion (2).  Donc  X  sera  une  fonction  entière  de  x,  et  l'équation  (58) 
aura  pour  racines  les  racines  primitives  de  l'équation  (2). 

Si,  dans  la  fraction  que  renferme  la  formule  (61),  on  remplaçait 
chacun  des  binômes  (62)  par  le  produit  équivalent  de  plusieurs  des 
facteurs  (64),  cette  fraction,  réduite  à  sa  plus  simple  expression, 
serait  le  produit  de  ceux  des  mêmes  facteurs  qui  répondent  aux 
racines  primitives  de  la  formule  (3).  On  en  doit  conclure  que  l'équi- 
valence (09)  aura  pour  racines  les  racines  primitives  de  l'équivalence 
x"^i  (mod.p). 

Corollaire  I.  —  Si  l'on  suppose  que  le  nombre  n  se  réduise  à  une 
puissance  d'un  certain  nombre  premier  a,  en  sorte  qu'on  ait 

(35)  n^=.a^, 

on  trouvera 

(67)       x  =  :";=i  =/('-^^  +  /('~^>  +  ...4-^'U,. 

Par  conséquent,  l'équation  (2)  aura  pour  racines  primitives  les  racines 
de  l'équation 

(68)  x^     "^ -\- X  ^     "^-t-. .  .-t-^"4- 1  =  0, 

et  l'équivalence  (3)  aura  pour  racines  primitives  les  racines  de  la 
formule 

(09)  ^         "^-hx  "^     "^-f-.  .  .4- j7"-|-,  =  o        (mod./>). 

Corollaire  IL  —  Si  n  est  le  produit  d'une  puissance  du  nombre  pre- 
mier a  par  une  puissance  du  nombre;  premier  b,  en  sorte  qu'on  ait 

(70)  n  —  a'^b?, 
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les  racines  primitives  de  l'équation  (2)  et  de  l'équivalence  (3)  se  con- 
fondront avec  les  racines  des  deux  formules 

(70  ^„ w-^ ^-o, 


(72)  '— — ^-y-^ — :^^o     {mod.p: 

Corollaire  IIJ.  —-  Si  /z  est  de  la  forme 

(73)  n^ia^'b^cy, 

les  racines  primitives  de  l'équation  (2)  et  de  l'équivalence  (3)  se  con- 
fondront avec  les  racines  des  deux  formules 


[a;"  —  i)  [œ'^  —  ijyaP"—  i)  (x'^—  i 
(75).  7^ X  /    n        i/n Yf^ \'^''         {mod.p). 

Corollaire  IV.  —  Soient/?  un  nombre  premier  quelconque  et  a,  b, 
c,  ...  les  facteurs  premiers  de />  —  i,  en  sorte  qu'on  ait 

(76)  />  —  I  =  «''è?cT.... 

Les  racines  primitives  du  nombre  p  se  confondront  avec  les  racines  de 
l'équivalence 

(  P:=l      \(  P^zl      \       (  'izl       \ 

{xP-^  —  l)    \X  "b    —  1/  \X  "<-•    —  l)...\X'":    —  il... 

(77)  7-^rri ry-y^i w    p-^ ^ T^^^ (. =0         (mod.p). 

^)  \x   i>    —  V  \-3?   '-■    —  1/  .  .  .  \x"i'<-  —  1/  .  .  , 


X    " 


Dans  les  binômes  que  renferme  le  premier  membre  de  cette  équiva- 
lence, les  exposants  de  ce  sont  respectivement  égaux  aux  valeurs  numé- 
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riques  des  termes  que  présente  le  développement  du  produit 


(<--'K-^)(-0(-0- 

-h  ^—i—  -+- h . . .  +  — . — 

l  ab  ac  oc 


abc 


Exemples.    —    Puisqu'on    trouve,    en  prenant  p  =  3,    p  —  i  =  i, 
a  =  1, 


(p-0(  •-^'1=  ^f'  -r  )  =  2-i; 


en  prenant  /?  =  j,  /?  —  i  —  4»  «  =  2, 


(/?-!)(  i-^l  =  4(i-r)  =  4-"2; 


;n  prenant  /?  ^  7,  /)  —  i  =  6,  a  ~-  2,  ^  --  3, 
m  prenant/?  =  i  r,  /?    - 1  =  10,  «  —  2,  6  ^  5, 


6  —  3  —  2  -I-  I  ; 


(/>-!)      I 


i-A^^,ofi-l 


=  10  —  0  —  2  -t-  1; 


en  prenant/?  —  i3,  />  —  i  —  12,  a  —  2,  6  --  3, 

<''-)(-^)(.~0=K'-:)('-3-)=-« 

en  prenant  p  ^  ij,  p  —  i  =  iG,  a  —  2, 


4  -+-2; 
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etc.,  et  que  l'on  a  d'ailleurs 

=.x  +1, 

X  —  1 

X^ —  I  , 

— =^*4-  I, 

X- —  I 

{x^—\){x  —  l)  ^'^^I 

=  a-  —  X  -r-  \, 


{x^  —  \)  {x"' —  \)        x-\-\ 

(x^^ —  \){X  —  l)  ^^-4-1 

{X^  —  l)  {X^  —  i)   ~    j7  _|_i 

(^«  —  I )  ( X-*  —  1  )  ~  ^2^77 


^=-.  x'*  —  X^  -\-  X-  —  X  -Y-  I  , 


X*  —  J"-  -f-  I , 


J?" —  I 


x"^  \^ 


on  peut  affirmer  que  les  racines  primitives  de  3  se  réduisent  à  la  ra- 
cine unique  de  l'équivalence 

(79)  x  +  i  =  o         (mocl.3); 

que  les  racines  primitives  de  5  coïncident  avec  les  racines  de  l'équiva- 
lence 

(80)  j72_j_,==o        (inod.5); 

les  racines  primitives  de  7  avec  les  racines  de  l'équivalence 

(81)  ^•-— cT  +  iEEso        (mod.-); 

les  racines  primitives  de  1 1  avec  les  racines  de  l'équivalence 

(82)  x''  —  x^-\-x-—x  +  \  =  o        (mod.  Il); 

les  racines  primitives  de  i3  avec  les  racines  de  l'équivalence 

(83)  ^4_^2_|_i  =  o        (niod.iS); 

les  racines  primitives  de  17  avec  les  racines  de  l'équivalence 

(84)  07^+1  =  0        (mod.  17), 
etc. 

On  trouverait  de  même  que  les  racines  primitives  des  nombres  19, 


A  L'ALGÈBRE  ET  A  LA  THÉORFE  DES  NOMBRES.        281 

23,  29,31,37,  ...  se  confondent  avec  los  racines  des  équivalences 


a^«— ^»+i  =  o         (mod.  19), 

x''  -j-  j;^  —  .r'  4-  J7*  —  .r'  +  ^*  —  J7  4- 


o         (mod.  23), 


^i2_  j..io^_3,8_  _376 _^  ^.4 _  ^2 _,_  ,  ==  o         (inod.  29), 

^»  +  ^^—  ^^—  ^^—  ^'+  .r  +  I  =  o         (mod  3i), 

^i2_  j;6_,_  ,  =  o        (mod.  37), 


Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  les  racines  primitives  des 
nombres  3,  5,  7,  1 1,  i3,  17,  19,  23,29,31,37,  ...  vérifient  les  for- 
mules qu'on  vient  d'obtenir.  En  effet,  ces  racines  primitives,  lorsqu'on 
représente  chacune  d'elles  par  un  nombre  renfermé  entre  les  limites 
o,^,  sont  respectivement 


pour 

/>=    3, 

)) 

P=    5, 

» 

P=    1. 

» 

/?—  II, 

» 

/)=  i3, 

» 

P=  17' 

» 

P~  '9' 

)) 

p  =  i'i. 

)) 

/>  =  29' 

» 

yj  =  3 1 , 

» 

7^  =  37, 

3, 

5, 
6, 


8, 


6,  7»  "' 

5,  6,  7,  10,  II,  12,  i4, 

3,  10,  i3,  i4,  i5, 

7,  10,  II,  14,  i5>  17,  '9.  20,  21, 

3,  8,  10,  11,  14,  i5,  18,   19,  21,  26,  27, 

II,  12,  i3,  17,  21,  22,  24, 

5,  i3,  i5,  17,  18,  19,  20,  22,  24,  32,  35. 


Elles  deviendraient 


yiour  /?  =    3, 

»  p  —    3, 

»  />—    7. 

»  /?  =  1 1 , 

»  jO  izz  l3, 

»  p=^l, 

»  p  =z  23, 

»  P=  29, 

»  y?  =:  3 1 , 

»  P=  37, 
OEuvres  de  C.  -  S.  II,  t.  IX. 


,  —    2,  2, 

,  2,  O, 

,  —  5,  —  4,  —3,  2, 

,  —  6,  —  2,  2,  6, 

,  —  7,  —  6,  —  5,  —  3,  3,  5,  6,  7, 

,  —  9,  —  6,  —  5,  —  4.  2,  3, 

^  _  y,  _  8,  —  6,  —  4,  —3,  —2,  5,  7,   10,   II, 

,  — 14,  —II,  —10,  —  8,  —3,  —2,  2,  3,     8,   10,   M,    i4, 


IL\ 


r,    _,n    — 


10, 


9. 


7,  3,  II,   12,   i3, 


^  _i8,  —17,  — 15,  — 13,  —5,  —2,  2,  5,   i3,   i5,   17,    18, 

36 


282  SUR  DIVERSES  PROPOSITIONS  RELATIVES 

si  on  les  représentait  parties  quantités  comprises  entre  les  limites 
—  ->  -f-  -•  On  aura  d'ailleurs  évidemment 

■>.  2 

1  +  \~  o        (mod.  3), 

2^+1  =  S^-H  isHo        (mod.  5), 

3-— 3 -t- I  —  0^— 5  +  I  sHo        (mod.  7), 


Il  est  bon  d'observer  que  le  produit  (78)  sera  un  nombre  pair,  si 
l'un  des  facteurs  a,  b,  c,  . ..  est  impair,  ou  si /?  —  i  est  divisible  par  4- 
Donc  ce  produit  sera  toujours  pair,  excepté  dans  le  cas  où  l'on  suppo- 
serait i7  =  3.  De  plus,  les  différents  termes  compris  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (78)  seront  pairs  eux-mêmes,  si/?  —  i  est  divi- 
sible par  4.  Il  suit  de  ces  observations  que  l'équation  (77),  réduite  à 
sa  forme  la  plus  simple,  aura  pour  premier  terme  une  puissance  paire 
de  X,  si/?  n'est  pas  égal  à  3,  et  ne  renfermera  que  des  puissances  paires 
de  X,  si  /?  —  I  est  divisible  par  4-  D'ailleurs  le  dernier  terme  de  cette 
équation  sera  la  valeur  du  rapport 


{x"'  —  1)  \^" 


-     \(  - 

7''  —  I  /  \  X^'  —  I 

correspondante  à  .t  =  o,  c'est-à-dire  l'unité.  Donc,  si  l'on  excepte  le 
cas  où  l'on  aurait/?  =  3,  les  racines  primitives  du  nombre/?  donneront 
l'unité  pour  produit;  et  ces  racines  pourront  être  considérées  comme 
deux  à  deux  égales,  mais  affectées  de  signes  contraires,  toutes  les  fois 
que  le  nombre/?,  divisé  par  4,  donnera  r  pour  reste. 

Théorème  X.  —  Soient 

les  racines  de  l'équation 

( §•'> )  a^x"'  4-  ^1  ^'«-'  +  .  .  .  +  a,n-i  X  +  a,n  =  o, 

dans  laquelle  a^^,  a^,  . . . ,  «,„_, ,  a,^  désignent  des  quantités  entières,  p  un 
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nombî-e premier  supérieur  ou  égal  à  m,  et  supposons  que  l'équivalence 

(4)  ao^'"4-a,a^'»-'4-. .  .4- a,„_i^ -+-«,„ ïso         (mod./?) 

admette  m  racines  distinctes  représentées  par 

Soient  d'ailleurs 

une  fonction  entière  et  symétrique  d'e  ^,,  ^o,  .  •  . ,  ^,n-\->  ^/«»  à  coefficients 
entiers  ou  rationnels,  et  U  la  valeur  entière  ou  fractionnaire  de  cette  même 
fonction.  L'équation 

(86)  F(^„^,,  ...,U-i,  ^/O^^U 

entraînera  l'équivalence 

(87)  F(^i,  ^2,  ...,  ^;„_i,  ^,„)  =  U        (mod./?). 

Démonstration.  —  Les  fonctions  symétriques  de  H,,  ^2»  •  •  •  »  ^w  n  ^/n 
et  de  £f,,  £^2,  . . . ,  ^,rt_n  a7,„,  représentées  par 

peuvent  être  considérées,  la  première  comme  une  fonction  entière  des 
sommes 


|l+^2  +  ---  +  ^m  =  -    "' 

(88) 


i   y  y  r u  ^"i 

C,\Ci  •  •  '  Qin-\hm ~"' 

"0 

la  seconde  comme  une  fonction  semblable  des  (jnantités  que  l'on  dé- 
duit de  ces  mêmes  sommes  en  écrivant  partout  ^  au  lieu  de  x,  quan- 
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tités  qui  vérifient  les  formules  (ro)  et,  par  conséquent,  les  suivantes 

- -i         (mod./j), 


Xi  -|—  ,3?2  H~  •  •  •  ~l~  >^/, 


,  O     .    ;    -371  ^2  +  •3^*1  ■3-3  +  •  •  •  +  -î?!  .T;,,  +  ,372^3  -f-  .  .  .  4-  ^2^,„  4-  .  .  .  +  J7„,_,  ^^,,  e==    -J  , 
{^9)  <  «.. 


l_    <^//t 

•2^1  >^2  •  •  •  '^m—l  ^m  =  —  ■ 

Or  il  suit  évidemment  de  cette  remarque  qu'en  omettant  les  multiples 
de/>  on  trouvera  pour  la  fonction 

une  valeur  numérique  entière  ou  fractionnaire  précisément  égale  à 
celle  de  la  fonction 

*  (su   S2»    •   •  •  >   Çot-1,   Ç/w). 

Corollaire  L  —   Si,  après  avoir  posé  l'équation  identique 

(90)     «o-a?"'  +  a,^'«-'  4-  .  .  .  +  a,„_ix  4-  a,„  =  «o(j7  -  |,  )  (■3^'  -  Ç2)  •  •  -(^  -  £,„  ), 

on  difîérentie  par  rapport  k  x  les  logarithmes  des  deux  membres,  on 
trouvera 

\       «0^'"  4-  a,  x'"--^  4-- ...  4-  a™    0.37-  -4-  rt!  ..    .  .^  -^  n 
(90 


I  I  I 


X       ■  Çi  X  —  Ç2 


.37 


^^J 


puis  on  en  conclura,  en  supposant  a:-  >  i , 

/   ^^ao^3:^^"-'  4-  (m  —  i)a,.a7^"-^4- ■  . .  4-  aa^^.ggr  4-  a^-y 


(  +(|3_^|3_^...  +  ^?„)^+ 

Donc,  si  l'on  représente  par 

(93)  -L  +  iL  +  ii   ,   fi+... 

X  X^  X'^  X* 
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lo  développement  du  premier  membre  de  la  formule  (92)  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  ->  on  aura 


(94) 


^1+^2  +  -  •■  +  ^m  =  Si, 
^î+^^  +  ...  +  a  =  ^2. 
^l  +  ^2  +  ---+^f/t  =  '"f3, 


et  généralement,  /  étant  un  nombre  entier  quelconque, 

^'.  +  ^;  +  ...  +  ^L--=.v/. 
Cela  posé,  il  résulte  du  théorème  X  que  l'on  aura  encore 

(95)  .x[-^j;'^-h...-i-x',„~S/        (mo(l./>). 

Corollaire  IL  —  Le  théorème  X  pourrait  devenir  inexact,  ainsi  que 
les  formules  (10)  et  (89),  si  le  degré  m  de  l'équivalence 


(4) 


a^x'"  -\-  a,^'"~'  4-. 


a„,_,^-t-  a,„=  o 


(rnocl.  p) 


devenait  supérieur  à  son  module/?,  ou  si  ce  module  cessait  d'être  un 
nombre  premier. 

Corollaire  IIl.  —  Si  l'on  réduit  le  polynôme 


ao^"'-+-  ai^'^-'H-.  .  .-H  a,„_,,a?H-  a,, 


au  binôme 


les  formules  (85)  et  (4)  deviendront  respectivement 

(96)  a-=i, 

(97)  ^'"=1         (mod./>). 

On  trouvera  d'ailleurs 


m        St        -^î        *3 

H  -^  +   -^  4-  -r 

X  X*  X*  J7* 


X"^  —  I  X  X 


m 

/w-t-l 
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et,  par  conséquent, 

*i        =  o,         ^2       =o,         ...,         s„t_i=o,         s,n=m, 


(98)  < 


On  aura  donc 

(99)  si=m 
toutes  les  fois  que  /  sera  multiple  de  m,  et 

(100)  5/=0 

dans  le  cas  contraire.  Cela  posé,  on  déduira  immédiatement  des  for- 
mules (99)  et  (100)  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  XI,  —  La  somme  des  puissances  du  degré  l,  pour  les  racines 
de  l'équation  (96),  est  égale  au  nombre  m  ou  à  zéro,  suivant  que  l  est  ou 
n'est  pas  multiple  de  m. 

Théorème  XII.  —  Si  l' équivalence  binôme 

(97)  ^'"—i         (mod./p) 

admet  m  racines  distinctes,  la  somme  de  leurs  puissances  du  degré  l  sera 
équivalente,  suivant  le  module  p,  au  nombre  m  ou  à  zéro,  suivant  que  l 
sera  ou  ne  sera  pas  multiple  de  m. 

(Concevons  maintenant  que,  p  étant  un  nombre  premier,  n  un  divi- 
seur de/>  —  I ,  «,  Z>,  c,  . . .  les  facteurs  premiers  de  n,  et  X  une  fonction 
de  a;  déterminée  par  la  formule  (37),  on  réduise  l'équation  (85)  ou 
l'équivalence  (4)  à  l'équation  (58)  ou  à  l'équivalence  (59).  On  trou- 
vera,  eu  égard  à  la  formule  (61), 

cio ce     -j-  ci\  oc  — |—  .  .  .  — |—  Cl,,i^^  3C  -\-  Cl/fi 


\X^  —  I  )  \od'  —  \)  \x^  —  I  j  ...  (^"*^'  —  I  j  .  .  . 

puis  on  tirera:  1°  de  l'équation  (loi),  en  différentiant  les  logarithmes 
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(les  deux  membres, 


GqX'"  -+■  a,  ^"'-'  -h . . .  +  a,„_i X  -+-  a, 


;io2)< 


n     ,1 
a 


n    h 


n    c 
—  X 
c 


x"  —  I  x''  —  I  X''  —  I 


n         ah  ' 

ab 


n  abc' 

abc 


2*^  de  la  formule  (102),  en  développant  les  deux  membres  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  -  » 


(io3) 


m 

X 


11 

X- 


X  l+i 

X" 


n    f  \  2 

/ 1 -i, h 

abc\  X  -T-^\  t- 


nabc 


n 
b 

\ 

+ 

I 

-+- 

I 

\ 

x'' 

II 
c 

(^ 

+ 

^  +  1 

H- 

I 

•2  -H-l 

\ 

\ 

X'- 

O?      «^^ 

-h 

n 

/i 

+ 

I 

-i- 

I 

4-,  •  •   \ 

l^' 

x"^ 

Ï-A  +  » 

H- 

n 
ac 

\ 

4- 

—  + 1 

+ 

I 

4-.  .  .   \ 

■4- 

n 

¥c 

(^ 

4- 

, 

H- 

I 

4-  .  .  .  \ 

X  '"• 
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Par  suite,  on  aura 

(lOO)  Si  =  0, 

si  /  n'est  divisible  par  aucun  des  nombres  entiers 

abc  '      ab       ac  '      bc  '      abc 

c'est-à-dire  par  aucun  des  termes  renfermés  dans  le  développement  du 
produit  (56).  Mais,  si  le  contraire  arrive,  alors,  en  nommant  w  le  plus 
grand  des  nombres  (io4)  qui  divise  /,  on  trouvera 


(io5; 


Pour  w  =  w. 


»  w  =:  —  , 

a 


»       ',)  = 


ab 


»        w  =1  — 
ac 


» 

» 

n 

» 

> 

)) 
» 

n 
abc 

s,  =  n\  i 


■«/= I 

a 


-^    -ï 


Sl  = 


s,- 


n  /  I 

bV-â 


c  V         a 


S/=  —      I 

ab  \         c 


n    /         I 
ac  \         b 


n    /  I 

bc  \         a 


Si- 


n 
abc 


I 

c 

I 


=  N, 


N 

731;' 

N 


N 


{i-a){i-b) 

N 
(I  —  a)(i  —  C) 

N 


(,_^)(i_,.)' 
> 

N 

(I—  «)(!—/>)([  — c) 


Cela  posé,  on  déduira  immédiatement  des  formules  (100)  et  (io5)  1 
propositions  suivantes  : 

Théorème  XIII.  —  Soient  n  un.  nombre  entier  quelconque,  a,  b,  c,  . 
les  facteurs  premiers  de  n,  et  faisons 


es 


(56) 


N=.(r_iUi-^ 


I 

C 
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Im  somme  des  puissances  du  degré  /,  pow  les  racines  primitives  de  l'équa- 
tion 


(2) 


^"  rr  I , 


sera  nulle,  si  le  degré  l  n'est  divisible  par  aucun  des  termes  que  renferme 
le  développement  du  produit  (  5G  ) ,  c  'est-à-dire  par  aucun  des  nombres  (  i  o4) . 
Mais,  si,  parmi  ces  nombres,  on  trouve  un  ou  plusieurs  diviseurs  de  l,  il  suf- 
fira de  considérer  le  plus  grand  de  ces  diviseurs,  puis  de  remplacer,  dans 
son  expression  sous  forme  fractionnaire,  les  nombres  n,  a,  b,  c,  ...  par 
les  nombres  N,  i  —  a,  i  —  b,  i  —  c,  ...  pour  obtenir  la  somme  dont  il 


s  agit. 


Théorème  XIV.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théo- 
rème XIII,  et  p  étant  un  nombre  premier  qui,  divisé  par  n,  donne  r  pour 
reste,  la  somme  des  puissances  du  degré  l,  pour  les  racines  primitives  de 
l'équivalence 


(3) 


^"  =  I 


niod./?). 


sera  équivalente  à  zéro,  suivant  le  module  p,  si  l  n'est  divisible  par  aucun 
des  nombres  (ro4).  3Iais,  si,  parmi  ces  nombres,  on  trouve  un  ou  plusieurs 
diviseurs  de  l,  il  suffira  de  considérer  le  plus  grand  de  ces  diviseurs,  puis  de 
remplacer,  dans  son  expression  sous  forme  fractionnaire ,  les  nombres  n, 
a,  b,  c,  ...  par  ^,  i  ~  a,  i  —  b,  i  —  c,  ...  pour  obtenir  une  fraction 
équivalente  à  la  somme  dont  il  s'agit. 

Corollaire!.  —  Lorsque,  dans  k'  nombre  n,  chacun  des  fticteurs  pre- 
miers a,  b,  c,  ...  se  trouve  simplement  élevé  à  la  première  puissance, 
on  a 


(io6) 


ibc . 


et  le  plus  petit  terme  de  la  suite  (io4),  on  ^^^'^     ,  se  réduit  à  l'unité. 
Alors  aussi  la  dernière  des  équations  (io5)  donnera 

("07)  ^/=±i, 

le  double  signe  devant  être  réduit  au  signe  +  ou  au  signe  —  suivant 


OF.Ufres  de  C.  —  S.  II,  t.  IX. 


37 
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que  le  nombre  des  facteurs  a,  h,  c,  . ..  sera  pair  ou  impair;  et  la  for- 
mule (107)  subsistera  toutes  les  fois  que  /sera  premier  à  n.  On  pourra 
donc  prendre  /=  1,  et  par  conséquent  la  somme  des  racines  primitives 
sera  équivalente  à  ±  i . 

Corollaire  IL  —  Lorsque,  dans  le  nombre  /z,  un  ou  plusieurs  des 
facteurs  a,  h,  c,  . . .  sont  élevés  au  carré  ou  à  des  puissances  supé- 
rieures, le  dernier  terme  de  la  suite  (io4),  savoir  -r >   surpasse 

l'unité,  et,  si  l'on  désigne  par  /  un  nombre  entier  inférieur  à  ce  terme, 
on  aura 

(100)  S/=0. 

Donc  alors,  en  prenant  /=  i,  on  trouvera 

(108)  5,  — o. 

Ajoutons  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  l'équation  (100)  subsistera 
toutes  les  fois  que  le  nombre  entier  /  sera  premier  à  n,  ou  même  à 


abc. . . 

En  remplaçant,  dans  le  théorème  XIV,  n  par  p  —  i,  on  en  déduira 
immédiatement  la  proposition  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  XV.  —  Soient  p  un  nombre  premier  quelconque,  et  a,  ù, 
c,  . . .  les  facteurs  premiers  de  p  —  i.  La  somme  des  puissances  du  degré  /, 
pour  les  racines  primitives  du  nombre  p,  sera  équivalente  à  zéro,  si  l  n'est 
divisible  par  aucun  des  nombres 


p  — i' 


a  o  c 

<'09)  { 

p—^       p—i  p—i  p—i 

,         j  •  ■  •■) ; ■  j  •  •  •  )  — . J  .... 

au  ac  .  oc  abc 

Mais,  si,  parmi  ces  nombres,  on  trouve  un  ou  plusieurs  diviseurs  de  l,  it 
suffira  de  considérer  le  plus  grand  de  ces  diviseurs,  puis  de  remplacer,  dans 
son  expression  sous  forme  fractionnaire,  p  —  i  par  le  produit 


(/'-)(-^)(-0(-cO 
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(i  par  i  —  a,  h  par  \  —  b,  c  pur  i  —  c,  etc.  pour  obtenir  une  fraction  équi- 
valente à  la  somme  dont  il  s'agit. 

Corollaire  I.  —  Lorsque,  dans  le  nombre/)  —  i,  chacun  des  facteurs 
a,  b,  c,  ...  se  trouve  simplement  élevé  à  la  première  puissance,  la 
somme  des  racines  primitives  du  nombre/?  est  équivalente  à  zt  i,  sa- 
voir à  +  I  quand  les  facteurs  a,  b,  c,  ...  sont  en  nombre  pair,  et  à  —  i 
quand  ils  sont  en  nombre  impair.  La  même  somme  est  équivalente  à 
zéro,  lorsqu'un  ou  plusieurs  des  facteurs  a,  b,  c,  ...  se  trouvent,  dans 
le  nombre/;  —  !,  élevés  au  carré  ou  à  une  puissance  supérieure.  C'est, 
au  reste,  ce  que  l'on  savait  déjà.  Mais  on  peut  ajouter  que,  si  l'on  dé- 
signe par /un  nombre  premier  à/>  —  i,  ou  même  à  -y »  la  somme 

des  puissances  du  degré  /,  pour  les  racines  primitives  du  nombre  p, 
sera  toujours  équivalente  à  la  somme  de  ces  racines. 

Pour  montrer  une  application  du  théorème  XV,  supposons  />  =  19. 
Dans  ce  cas,  le  nombre 

/?  —  I  ;=  1 8  =  2  .  3^ 

aura  pour  facteurs  premiers  1  et  3.  On  pourra  donc  supposer  a  —  i, 
b  =  3,  et  la  suite  (io4)  renfermera  seulement  quatre  termes,  savoir 


y 


6, 


18 
^73 


3. 


On  trouvera  d'ailleurs 


(/^-o(.-- 


M  =  .8x^x?=.6, 


-h  — 


1. 


Donc,  en  vertu  du  théorème  XY,  la  somme  des  puissances  du  degré  /, 
pour  les  racines  primitives  de  19,  sera  équivalente  à  zéro,  suivant  le 
module  19,  si  /  n'est  pas  divisible  par  3.  La  même  somme  deviendra 

équivalente  à  6,  si  /  est  divisible  par  1 8,  à  _-  —  —  G,  si  /  est  divisible 
18  .6  ...........  18 


pai*  T  ""  9'  » 


3,  si  /  est  divisible  par  y  =  <J»  ^y\^\\\  à 
6 


(-l)(-2) 


3, 
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si  /  est  divisible  par  3.  Effectivement,  les  racines  primitives  du  nombre 
19  sont 

et  l'on  trouve 


2,     3,     10,     i3,     i4, 


10, 


2    +3   +10   -t-i3    -f-14   +i5   =6        (mod.19), 
2^  +  32  4-  io2  -m32  +  142  4-  152  =  o, 
2*  +  3*  +  10^  +  i3'  H-  i4^  -t-  i5*  E^  o, 
2'  +  3^  +  10'^  -+- 13^  4-  i4^  H-  i5^  =  o, 


23  +  33  ^  io3  H_  i33  ^  1/^3  +  153  ==  3 

2>5+  3154_  10I5+  1315^  1/^15^  j515==2  3 


2«  +  3«  4-  io«  4-  i3«  +  i4«  4-  i5«  HH 
2'2+  3'^+  10I-4- 13'24-  141-'+  i5'2= 

-3, 
—  3, 

2»    4-  39    4-  lO»    4-  133    4-  149    4-  153    EEH 

—  6, 

2I84-  318+  io»8+  i3'84- 14*»4-  i5's=  6, 


Théorème  XVI.  —  Supposons,  comme  dans  le  théorème  X,  que  ion  dé- 
signe parUf,,  rt, ,  . . .,  a,n_^,  a,„  des  quantités  entières,  par 

"5I'         S2>          •  '  •  )        S/M  — 1»        Ç'/i 

les  racines  de  l'équation 

(85)  a^x"'-^a,x"^-^  +  ...  +  a„,_^x  +  a,„  —  o, 

par  p  un  nombre  premier  supérieur  ou  égal  à  m,  et  que  l'équivalence 
(4)  «o^'"+«i.^'""*^-..  .4-a,„_ij:4- a„j=o         (mod./>) 

admette  m  racines  distinctes  représentées  par 


'  m—\y       ^  m' 


Soient  d'ailleurs 


une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  ou  rationnels,  mais  non  symé- 
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trique,  des  racines  de  l'équation  (85),  ou  de  plusieurs  d'entre  elles,  et  M 
le  nombre  des  valeurs  distinctes  que  cette  fonction  peut  acquérir  en  vertu 
d'échanges  opérés  entre  les  racines  ^,,  ç^,  . . .,  E,„.  Désignons  par 

ces  mêmes  valeurs,  et  par  * 

Ui,        «2,         •••,        "M 

les  quantités  dans  lesquelles  elles  se  transforment,  quand  aux  racines  E,, 
H,,  . . .,  H,„  de  l'équation  (85)  on  substitue  les  racines  Xf,  X-y,  . . .,  x„  de 
l'équivalence  (4).  Enfin  soit 

(  1 1  o  )  «^'  +  A 1  «*'-  '  +  A.,  «"-2  +...-)_  Am-1  «  -^  Aji  =  o 

l'équation  qui  a  pour  racines  u,,  u^,  . . .,  u,,.  Les  coefficients  A,,  A^,  .  . ., 
Ay  seront  entiers  ou  rationnels,  et  V équivalence 

( 1 1 1  )         «"  +  A ,  «^'"'  +  A,  «^'~*  -h . . .  T-  Aii-i  u  H-  Aji  =  o        ( mod./> ) 

aura  pour  racines  u^,  u.,,  . . .,  ««. 

Démonstration.  —  Comme,  dans  l'hypotlièse  admise,  on  aura  identi- 
quement 

(112)     (m  —  -Ji)  («  —  -j,).  .  .(a  —  -jm)  =  «*'+  A, «''-'  +  . .  .+  Am_i«  +  A.M 

et,  par  suite, 

iA,  =—  (■j,-i--j2  +  -  •  --t-  ■■^m)» 

\  Am  =  ±:  J 1  -Jo  •  •  •  ■-'M- 1  "-^M . 

il  est  clair  que  A,,  A.,  A,,  seront  des  fonctions  symétriques  de  ^,, 
^2,  ...,  H,„  à  coefficients  entiers  ou  rationnels,  et  par  conséquent  des 

fonctions  entii'res  des  rapports  —  »  --%  •  •  ■  >  -^-  Donc  A,,  Ao,  . . . ,  A^  se 

réduiront  à  des  quantités  entières  ou  rationnelles.  De  plus,  si,  dans  les 
seconds  membres  des  équations  (1 13),  on  remplace  u,,  Uj,  . .. ,  Uj,  par 
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//,,  //o,  . . . ,  Wj,,  ces  seconds  membres,  qui  étaient  des  fonctions  symé- 
triques des  racines  de  l'équation  (85),  se  transformeront  en  des  fonc- 
tions semblables  des  racines  de  l'équivalence  (4)-  Or  il  suit  évidem- 
ment de  cette  remarque,  qu'en  omettant  les  multiples  de  p,  on  aura 
encore 

/  Al  —  —  («1+ «2  +  . . .+ ?<m)         (mod./)), 

*    A,   =   «1  «2  -f-  «1  «3  +  •  •  •  -+-   "l  "m  +  /<2  "3  +  •  •  •  +   «2  "m  4-  .  .   .  +   «M-1  «M» 

(ii4)  < 

Donc  la  formule 

(i  i5)   {u  —  Ui)  {u~it^). . .(«  — «j,)  =  «*'  +  Ai«*^"'  +  . .  .4-A||_ia  +  AM     (inocl./^) 

subsistera,  quel  que  soit  u,  et  l'équivalence 

(ii6)  [a  —  Ui)  {a  —  «2).  ..(<<  — «ji)  EE3  o         (mod./>), 

qui  a  pour  racines  w,,  u.,,  . . . ,  Wjp  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(117)     «^'+ Ai«"~*-i- A2«"~-  +  . . .+ Aji-i«  +  Am  =^  o        (motl. /?). 

Au  reste,  le  théorème  XVI  est  compris,  comme  cas  particulier,  dans 
un  théorème  plus  général,  que  l'on  démontrerait  de  la  même  manière, 
et  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  XVII.  —  Soient 

i   ao^"'-+-  aia:"'-^-+-.  .  .  +  a„i_i^  4-  a,„  r=  o, 
(ii8) 

Cq  Z       -\-  Cl  Z  H-  .  .  .  +  C„i''—\  Z  -+-  C„i"  ^n  o, 


diverses  équations  algébriques,  la  première  du  degré  tïi  ,  la  deuxième  du 
degré  m\  la  troisième  du  degré  m",  . . .  et  dans  lesquelles 
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désignent  des  quantités  entières,  ou  même  des  quantités  rationnelles.  Soient 
d'ailleurs 

les  racines  de  ces  diverses  équations,  et 

(l  19)  *^{l.\,  C2,    •     -,    Im'i    f\i,  1)2,    ■  ■  1  'Hm'',    ?1»  ?2»    •  •  •»   CmS     •  •  •  ) 

une  /onction  entière  de  ces  racines,  à  coefficients  entiers  ou  rationnels. 
Représentons  par  M  le  nombre  des  valeurs  distinctes  que  la  fonction  (i  19) 
peut  acquérir,  en  vertu  d'échanges  opérés  entre  les  racines  de  chacune 
des  équations  (iiS), par 


(120) 


,    yji 


ces  mêmes  r>aleurs  ;  et  soit 

(121)  z<"  +  Al  «^'-^  +  A, //^'-^  -h ...  4-  Am-i  "  +  Am  =  o 

l'équation  qui  a  pour  racines  u,,  u.,,  ...,  u,i.  Enfin  supposons  que,  p  étant 
un  nombre  premier  supérieur  ou  égal  au  plus  grand  des  nombres  m,  m', 
m" ,  . . . ,  les  équivalences 


(122) 


ao.r"'-t-  aia:'"-'M-. .  .-+-  a,„_i.r  +  a,„  ^  o         (mod.  p), 
boy'"-' -h  ^>i7'"'-'+ . . .  +  /-'m'-ij  -+-  ^>n  =  o, 


-hc.z' 


+  .  .  .+   C,„.'_i-   +C„,''==0, 


admettent,  la  première  m  racines  distinctes  x,,  x.,,  . ..,  x,n,  la  deuxième 
m'  racines  distinctes  J, ,  Jo»  •  •  •  '  //«  »  ^^^  troisième  m"  racines  distinctes  5, , 
z.y,  . . . ,  z,„";  et  soient 


(.23) 


«1,     u. 


"M 


les  quantités  dans  lesquelles  se  transforment  u,,  Uo,  . . . ,  'j„,  quand,  aux 
racines  des  formules  (118),  on  substitue  les  racines  des  formules  (122). 
L'équivalence 

(124)  1'^*-^  Ai»^'-'  I-  A., //*'---!-. ..  + Am-i«  + Aji^o         (mod.  p) 

aura  pour  racines  m,,  u.^,  . . . ,  //j,. 
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Corollaire.  —  Si  l'expression  (119)  devenait  une  fonction  symé- 
trique des  racines  de  chacune  des  équations  (118),  elle  aurait  pour 
valeur  une  quantité  entière  ou  rationnelle  U,  et  les  formules  (121), 
(124)  se  réduiraient,  la  première  à 

(i25)  «  — U  =  o, 

la  seconde  à 

(i26)  «  — U  =  o        (mod. /)). 

Alors,  en  écrivant  F  au  lieu  de  $,  on  conclurait  du  théorème  XVII  que 
l'équation 

(127)        F(^i,  |,,  ...,  t,„;  Y),,  ri2,  ...,  n,,,.;  Çj,  C,,  ...,  Ç,„„;   ...)  =  U 

entraîne  l'équivalence 

(1-28)      F(^„^2,  ...,^„,;  ji,r,,  ...,j,„.;::,,^,,  ...,^,„.;  ...):^U     (mod./^). 

Dans  le  cas  particulier  où  les  équations  (118)  se  réduisent  à  une  seule, 
la  formule  (128)  se  confond  avec  l'équivalence  (87). 

Nous  remarquerons,  en  terminant  cet  article,  que  le  théorème  III 
fournit  un  moyen  facile  de  résoudre  l'équivalence  hinùme  du  premier 
degré 

('29)  kx  =  h         (mod.  n), 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  de  calculer  la  valeur  de  x  déterminée  par 
la  formule 

(i3o)  x^  ]  (mod.  n), 

k 

/^  étant  un  nombre  entier  quelconque,  et  h,  k  désignant  deux  quantités 
entières,  dont  la  seconde  ne  soit  pas  multiple  de  n.  En  effet,  nommons 
a,  b,  c,  ...  les  facteurs  premiers  de  n,  en  sorte  qu'on  ait 

n  —  a'^b^cy 

En  vertu  du  théorème  III,  les  binômes 

I  —  k^-',     I  —  k'>-\     I  —  A-^-',      . . . 
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seront  divisibles,  le  premier  par  «,  le  deuxième  par  h,  le  troisième  par 
r,  . . .  ;  par  conséquent,  le  produit 

(  I  —  A-«-'  )^  (  I  —  k'"'  )P  ( I  —  A-'-'  )T .  . .      . 

sera  divisible  par  n  =  a^b^c^ Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(i3i)  (i  —  A''--')='(i  —  k'>-'Y>{i  —  k^-')y.  ..  =  i  —  kK, 

on  aura 

(|3'^)  I  —  ÂK  =  o         (nioil./<) 

ou 

(i33)  ^  —  7  (mod.  n) 

et,  par  suite, 

(i34)  iT  =  A  K        (mod.  «). 


Or,  la  quantité  K,  que  détermine  la  formule  (i3i),  étant  évidemment 
mur  quantité  entière,  la  valeur  kKda  x  sera  entière  elle-même  e(  four- 
nira la  solution  de  l'équivalence  (129).  Cette  remarque  est  due  à 
M.  Binet.  Lorsque  le  nombre  ii  se  trouve  réduit  à  un  nombre  pre- 
mier/?, l'équation  (i3i)  donne  simplement 

(i35)  K  =  A/^--        (mod./>). 

Donc  alors  on  véritie  l'équivalence 

(i36)  k.v  =  /i        {mod.  p) 

en  prenant 

(13;)  .r~/ikP-^         (mod./>). 


OKuiTts  (if  c.  —  s.  n,  i.  IX. 
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DONT 


LES  MODULES  SE  RÉDUISENT  A  DES  NOMBRES  PREMIERS. 


§1.  —  C  o  ru  idé ratio  lis  générales. 

Soit/?  un  nombre  premier  quelconque,  et  considérons  l'équivalence 

(i)         ao.r,„+ ai^'«-iH- a2^"'-^  +  , . .+ aw_i  J7  4- a,„=  o         (mod./>), 

dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  entier,  et  «o^  ^i  »  ^2»  •  •■>  <^m-\  »  ^/« 
des  quantités  entières,  ou  même  des  quantités  rationnelles  qui  aient 
pour  valeurs  numériques  des  fractions  dont  les  dénominateurs  ne 
soient  pas  des  multiples  dejo.  Il  est  clair  :  i"  qu'en  multipliant  la  for- 
mule (i)  par  le  produit  de  ces  dénominateurs,  on  réduira  les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  x  à  des  quantités  entières;  i°  qu'a- 
près cette  réduction  on  pourra  supprimer  tous  les  termes  dans  lesquels 
les  coefficients  seraient  divisibles  par /?.  On  obtiendra  ainsi  une  nou- 
velle équivalence  d'un  degré  égal  ou  inférieur  à  m,  dans  laquelle  tous 
les. coefficients  seront  entiers;  et  si,  dans  cette  nouvelle  équivalence, 
tous  les  termes  étaient  divisibles  par  x  ou  par  une  puissance  entière 
de  X,  la  division  du  premier  membre  par  cette  puissance  ne  cbange- 
rait  ni  le  nombre  ni  les  valeurs  des  racines  distinctes  et  non  divtiëibles 
par/>.  On  saura  donc  déterminer  ces  racines  dans  tous  les  cas  pos- 
sibles, si  l'on  parvient  à  résoudre  l'équivalence  (i),  dans  le  cas  où  «o, 
a^,  a.,,  ...,  «/„_,,  a,„  représentent  des  quantités  entières  dont  la  pre- 
mière et  la  dernière  ne  sont  pas  divisibles  par/?.  D'ailleurs,  si,  dans  le 
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cas  dont  il  s'agit,  on  nomme  A,,  A^,  ...,  A,„_,,  A,„  des  quantités  en- 
tières déterminées  par  les  formules 

(2)  ^=A„        -^^A„         ...,        -"^^A,„_„        ^'=A„,     (mod.p), 

on  pourra  réduire  l'équivalence  (i)  à  la  suivante 

(3)  .3?'»4- Ai^"'-*  + A2^'»-2  +  .,  .4- A„,_i^  + A„,  =  o        (mod. />), 

Am  n'étant  pas  divisible  par/?.  Enfin,  comme  on  a,  pour  toute  valeur 
entière  de  x  non  divisible  par/?, 

(4)  a:P-^=i         (mod. />) 
et,  par  conséquent, 

(5)  ^^-f/'-')=i, 

k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  on  pourra  évidemment,  dans 
l'équivalence  (3),  substituer,  à  ceux  des  exposants  m,  m  —  i ,  ...  qui 
seraient  supérieurs  à  /?  —  2,  les  restes  de  leur  division  par/?  —  t  .  Donc 
on  peut,  dans  la  formule  (3),  supposer  le  degré  m  inférieur  à/?  —  i . 

Concevons  maintenant  que,  les  quantités  a„,  a,,  . . . ,  «,„_,,  «,„  étant 
entières,  et  le  nombre  m  inférieur  à/?  —  i,  ou  seulement  à/?,  l'on  fasse, 
pour  abréger, 

(6)  «0'^'"+  «i-3^"'~'H-  «2^"'"-  +  -  •  .+  a„,_ia:  +  rt„,~  f(j"). 

L'équivalence  (i)  pourra  s'écrire  comme  il  suit 

(7)  f(^):=o        (mod. /^), 

et,  si  l'on  désigne  par  r  une  racine  quelconque  de  cette  équivalence, 
on  aura  identicjuement 

(8)  f (r)  =  f(,-)  -^  {^-  -  r)  f'(/-)  +  (^  -  ry-  -^  +  . . .  +  (j;  _  r)'"  -        /' ^      . 

1.2  Ï.2.Ô. . .  m 

D'ailleurs  ¥(ao)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  ^r  ii  coefti- 
cicnts  entiers,  nous  dirons  que  l'équivalence  (7)  peut  être  présentée 
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sous  la  forme 

(9)  F(^)  =  o        (mod./j), 
si  l'on  a,  quel  que  soit  x, 

f(.z')  =  F(j;)         (mod.  p). 

Cela  posé,  s'il  arrive  que  la  quantité  rsoit  une  racine,  non  seulement 
(le  l'équivalence  (7),  mais  encore  de  chacune  des  suivantes 

(10)  f(^)  =  o,         r(.r)  =  o,         ...,         f('-i)(^)  =  o         (inod./O, 
en  sorte  qu'on  ait  tout  à  la  fois 

(11)  f(/)=o        (mo(l./>) 
et 

(12)  r(/-)  =  o,         f"(/-)  =  o,         ...,         f('-i)(/-)=^o       (mod./^), 

la  lettre  «désignant  un  nombre  entier,  l'équation  (8)  donnera,  pour 
une  valeur  quelconque  de  x. 


f(.^.)^(^._,.)/ 


n')(/-) 


{x-^-r) 


f(/+i)(,.) 


(nio(l./j) 


I.2.3...f      '     '  '  I  .2.3.  .  .f  (i-H  1) 

I  .  2  .  3  .  .  .  /«  J 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i3)  [{x)  =  {,x-rYo{x)         (mod. /j), 

0(0?)  désignant  une  fonction  entière,  à  coelficients  entiers  ('),  et  du 
degré  m  —  i,  déterminée  par  la  formule 


1.2.3. . .i 


1.2.3. .  .f(f  4-1) 


1.2.3 . .  .m 


(')  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  coeffîcicnts  des  diverses  puissances  de  x  —  /■, 
dans  le  second  membre  de  l'équalion  (8),  savoir 


f(.),   !^\    ^. 

1  I  .  -2 


F  .  '2  .  3  .  .  .  //i 


«0, 


se  réduisent  toujours  à  des  quantités  entières,  et  que  ces  quantités  sont  divisibles  par  p, 
quand  les  fractions  (pii  les  représentent  offrent  des  numérateurs  divisibles  par  p. 


SUR  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUIVALENCES  ETC.    :WI 

Par  conséquent,  on  pourra  présenter  l'équivalence  (7)  sous  la  forme 

(i5)  {a:  —  ryo{œ)  =  o         (motl./») 

et  considérer  cette  équivalence  comme  offrant  un  nombre  i  de  racines 
égales  à  r.  Les  autres  racines  devant  nécessairement  vérifier  la  formuler 

(16)  o{a:)^o         {moû.  p), 

dont  le  degré  est  m  —  i,  il  est  clair  que,  dans  l'hypothèse  admise,  l'é- 
quivalence (7)  admettra  au  plus  m  —  i -h  i  racines  distinctes  dont 
l'une  sera  la  quantité  r. 

Réciproquement,  si  l'équivalence  (7)  peut  être  présentée  sous  la 
forme 
(i5)  (j;  — /•)'o(^)  =  o        (mod.p), 

o(x)  désignant  une  fonction  entière  de  x,  à  coefficients  entiers  et  du 
degré  m  —  i,  on  en  conclura  que  les  conditions  (12)  sont  remplies. 
Alors,  en  effet,  on  aura  identiquement 

(i3)  f(j7)  =  (^-  — /•)'■?  (r)        (mo(l./>) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(17)  f(-î-)  =  (^  -  ryo{.v)  +  x(.r), 

y(x)  étant  une  fonction  entière  et  à  coefficients  entiers,  qui  devra  vé- 
rifier, quel  que  soit  x,  la  formule 

(18)  y{x)^o        {mod.p). 

D'ailleurs,  la  fonction  7(0:)  étant,  ainsi  que  les  fonctions  ((x)  et 
(^  _  ry^(x),  d'un  degré  m  inférieur  à/),  la  formule  (18)  ne  pourra 
subsister,  quel  que  soit  x,  à  moins  que  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  x  dans  le  premier  membre  ne  soient  divisibles  par  p. 
Car,  dans  le  cas  contraire,  cette  formule  offrirait  l'exemple  d'une  équi- 
valence qui  admettrait  plus  de  racines  distinctes  que  son  degré  ne 
renferme  d'unités.  On  aura  donc  nécessairement 

(19)  x{^)=P^i-^)* 
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yX^c)  désignant  une  fonction  entière  de  a?  à  coefficients  entiers,  et  la 
formule  (17)  donnera 

(20)  Hx)=i{x  —  ry^{x)+p^{x). 

Or,  en  différentiant  cette  dernière  équation  i  fois  de  suite  par  rapport 
à  X,  et  posant  après  les  différentiations  x  =  r,  on  retrouvera  précisé- 
ment les  formules  (12).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Pour  que  l'équivalence  (7)  d'uji  degré  m  inférieur  àp 
Duisse  être  présentée  sous  la  forme  (i5),  i  désignant  un  nombre  entier  et 
o(x)  une  fonction  entière,  à  coefficients  entiers,  du  degré  m  —  i,  il  est 
nécessaire  et  il  suffit  que  les  conditions  {11)  et  {11)  soient  vérifiées. 

Scolie.  —  Le  théorème  I  ne  subsisterait  plus  si  le  degré  m  du  poly- 
nôme f(^)  devenait  supérieur  ou  même  égal  kp.  Supposons  en  effet 
que,  le  nombre  m  étant  égal  à  p,  la  lettre  r  désignant  une  quantité 
entière,  la  lettre  i  un  nombre  supérieur  à  l'unité,  et  l'expression  o(x) 
une  fonction  entière  de  x  du  degré/?  —  i,  l'on  prenne 

(21)  f(^)  =  (^  — /•)'9(^)  4-^/'  —  JT. 

Comme  on  aura,  quel  que  soit  x  (en  vertu  du  théorème  de  Fermât), 

(22)  jrP—œ  =  o         (mod.yo) 

et,  par  suite, 

f(^)  ~  (x  —  ry  o{x), 

l'équivalence  (7)  pourra  être  présentée  sous  la  forme  (i5),  tandis  que 
la  valeur  de  f'(r)  tirée  de  la  formule  (21)  sera 

{\r)=prP-'—i  =  —  i         (mod./>). 

Nous  avons  remarqué  ci-dessus  que,  dans  le  cas  où  l'équivalence  (7), 
d'un  degré  m  inférieur  à/?,  admet  i  racines  égales  à  /■,  le  nombre  des 
racines  distinctes  de  cette  équivalence  ne  peut  surpassera— ï-m</72. 
Ce  cas  n'est  pas  le  seul  dans  lequel  le  nombre  des  racines  distinctes  de 
l'équivalence  (7)  devienne  inférieur  au  degré  m,  et  il  peut  même 
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arriver  que  cette  équivalence  soit  complètement  insoluble.  Ainsi,  en 
particulier,  puisque  toute  valeur  entière  de  ^,  non  divisible  par  3,  vé- 
rifie la  formule 

^2=1         (niod.3), 

il  est  clair  que 

^-  =  2        (mod.3) 

n'a  point  de  racines. 

Nous  allons  maintenant  rechercher  le  nombre  des  racines  distinctes 

de  l'équivalence  (7),  nombre  qui,  comme  on  vient  de  le  voir,  peut 

devenir  inférieur  à  m,  ou  même  se  réduire  à  zéro;  et,  pour  y  parvenir, 

nous  commencerons  par  résoudre  le  problème  suivant  : 

Problème.  —  Etant  données  deux  fonctions  entières  et  à  coefficients 

entiers 

f(^),     f,(x), 

dont  les  degrés  m  et  l'im  ne  surpassent  pas  le  nombre  premier  p,  et  le 
nombre  des  racines  distinctes  de  l'équivalence 

(7)  f(x)  =  o         (mod./:») 

étant  supposé  précisément  égal  au  degré  m  de  cette  équivalence,  on  de- 
mande une  nouvelle  fonction  entière  et  à  coefficients  entiers  o^x)  telle- 
ment choisie  que  le  degré  de  cette  fonction  coïncide  avec  le  nombre  des 
valeurs  distinctes  de  x  propres  à  vérifier  simultanément  les  deux  for- 
mules 

(28)  f(j;)  =  o,         fi(j:)E=o        (mod./>), 

et  que  chacune  de  ces  valeurs  vérifie  encore  V équivalence 

(2^)  9(j7)  =  o        (inod./^). 

Solution.  —  Si,  dans  chacune  des  fonctions  f(^),  fj(-r),  le  coefti- 
cicnt  de  la  plus  haute  puissance  de  x  ne  se  réduisait  pas  à  l'unité,  on 
pourrait,  en  supposant  ce  coefficient  divisible  par  /?,  supprimer  le 
terme  qui  le  contient,  ou,  dans  le  cas  contraire,  substituer  aux  coefïi- 
cients  des  différents  termes,  à  l'aide  de  formules  semblables  aux  for- 
mules (2),  de  nouveaux  coefficients  dont  le  premier  serait  l'unité. 
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sans  altérer  ni  le  nombre  ni  les  valeurs  des  racines  distinctes  de  cha- 
cune des  équivalences  (23).  Par  conséquent,  dans  le  théorème  ci-des- 
sus énoncé,  on  pourra  toujours  supposer  les  fonctions  f(a^),  fi(^) 
réduites  à  la  forme 

(9.5)  f(^)  =  J7'"+ A,^'"-'H- A,^'"-*+...  +  A,„_,x  +  A,„, 

(?.6)  f,(^)  =  ^' +R,^/-»  +R2^'-2  +...+  R/_,.r   +R/, 

A,,  A.,  . . .,  A,„_,,  A,„;  B,,  B2,  . . .,  B^_,,  B^  désignant  des  quantités  en- 
lières.  Soient  maintenant  Q  le  quotient  et  R  le  reste  de  la  division  du 
])olynôme  f(£r)  par  le  polynôme  f,(£r).  Q  et  R  seront  des  fonctions 
entières  et  à  coeiricients  entiers,  l'une  du  degré  m  —  /,  l'autre  d'un 
degré  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  /—  i,  en  sorte  qu'on  trouvera 


(^v) 


R 


CiO:' 


+  C/_2J7  -H  C/_ 


c^,,  Cf,  . , .,  c^_2,  Q-,  désignant  des  quantités  entières.  De  plus,  comme 

f(^)  =  Qf,(.r)  +  R, 


on  aura  généralement 


(28) 

on  en  conclura 

si  les  quantités 


f(^)  =  Ofi(.r)         {moû.p) 


Cq,        Cl,         .  •   •  ,        C/_2»        f"/-! 

sont  toutes  divisibles  par/?,  c'est-à-dire  si  elles  vérifient  les  condi- 
tions 

o        (mocl./>). 


;3o) 


Ci=0, 


C/_2~0, 


C/_i; 


Dans  ce  cas  particulier,  l'équivalence  (7)  du  degré  m  pourra  être  pré- 
sentée sous  la  forme 

(3i)  Qf,(^)  =  o        (mod./>), 

et,  comme  le  nombre  de  ses  racines  distinctes  sera  précisément  égal 
au  nombre  m,  on  conclura  du  théorème  H  de  l'article  précédent  que 
l'équivalence 

(32)  fi(d?)  =  o        (mod./>) 
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admet  à  son  tour  autant  de  racines  distinctes  que  son  degré  /renferme 
d'unités.  Alors  aussi  toutes  les  racines  de  la  formule  (32)  vérifieront 
en  même  temps  la  formule  (3i)  ou  (7),  et,  par  conséquent,  on  pourra 
prendre 

(33)  o{x)  =  U{^)- 

Si  les  conditions  (3o)  ne  sont  pas  toutes  remplies,  alors,  en  dési- 
gnant par  c^_A_,  le  premier  des  coefficients 

qui  ne  sera  pas  multiple  de/?,  et  par  C,,  C.,  .. .,  G/t_,,  C^  des  quantités 
entières  déterminées  à  l'aide  des  formules 

(34)  ;^^^C„         ^-^=^^C„  ...,  -^^H3C..         (mod.p), 

on  trouvera 

(35)  R  =  c/_,t-i(-^^-+-Ci^^-'-+-  CoJ:'^-^  4-. .  .-i-C/i._,a---+-CA)         (mod.yy); 
puis,  en  faisant,  pour  abréger, 

(36)  fi{^)  =  J?^-i-CiX^-'+  Coo;^---!-. .  .-^C/c-i^  -h  Ca-, 
on  tirera  des  formules  (28)  et  (35) 

(3;)  f(ar)-Qfi(a.)-l-6v_/._,fo(^)         {mod.p). 

Or  il  résulte  évidemment  de  la  formule  (37)  que  toute  valeur  de  x, 
propre  à  vérifier  simultanément  les  équivalences  (23),  vérifiera  encore 
la  suivante  : 

(38)  U{^)-^o        (mod.p). 

Soient  maintenant  Q,  le  quotient  et  H,  le  reste  de  la  division  du  po- 
lynôme f,  (ir)  par  le  polynôme  f2(^).  Q,  et  U,  seront  des  fonctions 
entières,  l'une  du  degré  /  —  X-,  l'autre  d'un  degré  inférieur  ou  tout  au 
plus  égal  à  k  —  i,  en  sorte  qu'on  trouvera 

(  39 )  R  1  =  <^o  -^^ ~'  -+-  ^A  '^*~"  H-  ...  4-  C^A-î .c  -+-  t/yt-i , 

OEinretdeC.  —  S.  U.  t.W.  89 
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c?o,  <^i,  d.>,  .  ..,  ^4-2»  ^/f-)  désignant  des  quantités  entières.  De  plus, 
comme  on  aura  généralement 

(4o)  f:(^)  =  Q,f2(^)-i-Ri, 

on  en  conclura 

(40  fi(^-)  =  Q.f2(^)        {moù.p), 

si  les  quantités 

sont  toutes  divisibles  par  p,  c'est-à-dire  si  elles  vérifient  les  condi- 
tions 

(42)  dff-~o,        di  =  o,         ...,         (iyt-o^o,        rf^—i^o        (mod.p). 
Dans  ce  cas,  on  tire  de  la  formule  (37) 

(43)  f(^)^(QQi  +  6v_,.-,)f,(^). 

Par  conséquent,  l'équivalence  (7)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(44)  (QQ,-+-C/_,._,)f,(^-)=o         (mod.p); 

et,  comme  elle  offre,  par  hypothèse,  autant  de  racines  distinctes  que 
son  degré  m  renferme  d'unités,  l'équivalence 

(38)  f2(^)  =  o         (mod.p) 

jouira  encore  de  la  même  propriété  (ixnr  le  théorème  II  de  l'article 
précédent).  D'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (4i)  et  (4^),  toute  va- 
leur de  X  propre  à  vérifier  l'équivalence  (38)  sera  évidemment  une 
racine  commune  aux  deux  équivalences  (23).  Donc,  si  les  condi- 
tions (42)  sont  remplies,  on  pourra  prendre 

(45)  0(X)  —  f2(j7). 

Si  les  conditions  (42)  ne  sont  pas  toutes  remplies,  alors,  en  dési- 
gnant par  c^A-A-i  le  premier  des  coefficients 

Uq,        «1,         •  •  .,        "A-  — 2j        "A  — 1 
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qui  ne  sera  pas  multiple  de p,  et  par  D,,  Do,  ...,  D^_,,  I)^  des  quan- 
tités entières  déterminées  à  l'aide  des  formules 

(46)  -^^^^^^l),,  ^^-r/^^D,,  ...,         -^^]),^        (mod.p), 

on  trouvera 

(47)  R,  =  rf>t-A-,(jr''4-I),^''-'-t-D2j;-''  2^...4-D/,_,.r-i-I)/,)  (mod./?); 
puis,  en  faisant,  pour  abréger, 

(48)  f3(^)  — ^/'+I)i^/'-' 4- I)^^/'-^ -+-...  + D/,_i^-+-I)/„ 
on  tirera  des  formules  (4o)  et  (47) 

(49)  fi(^)  =  Qi  f2(-37)  +  fl^A-A-i  f3(^)         (mod./>). 

Or  il  résulte  évidemment  de  la  formule  (49)  que  toute  valeur  entière 
de  X  propre  à  vérifier  simultanément  les  formules  (82)  et  (38)  véri- 
fiera encore  la  suivante  : 

(50)  f3(^)=o        (mod./j). 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  déduira  successivement  des 
fonctions  données  f(^),  f|(^)  une  suite  de  nouvelles  fonctions 

(5i)  f,(^),     Ux),      ..., 

dont  la  dernière  sera  précisément  la  valeur  cherchée  de  '^{x).  Pour 
obtenir  ces  nouvelles  fonctions,  il  suffît  d'opérer  comme  si  l'on  se  pro- 
posait de  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  des  deux 
polynômes  f(^),  f)(^).  de  supprimer  dans  le  reste  de  chaque  division 
tous  les  termes  dont  les  coefficients  sont  des  multiples  de//,  de  réduire 
ensuite  le  coefficfent  de  la  plus  haute  puissance  de  a:- à  l'unité,  et  les 
autres  coefficients  à  des  nombres  entiers  à  l'aide  de  formules  sembla- 
bles aux  équivalences  (34),  (4^).  etc.,  enfin  de  s'arrêter  au  moment 
où  cette  réduction  ne  peut  plus  s'effectuer,  c'est-à-dire  au  moment  où 
l'on  obtient  un  reste  dont  tous  les  coefficients  sont  des  multiples  de/?. 
Si  l'on  désigne  par  R/_,  ce  dernier  reste,  ce  sera  le  reste  précédent 
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R/_2,  ou  plutôt  la  fonction  ii(jr),  qui  fournira  la  valeur  cherchée  de 
o(x),  en  sorte  qu'on  pourra  prendre 

(52)  9(^)  =  f,(^). 

Si  tous  les  restes  successivement  obtenus  offraient  des  coefficients 
non  divisibles  par/?,  en  sorte  que  le  dernier  reste,  représenté  par  une 
quantité  constante,  fût  lui-même  non  divisible  par/?,  on  pourrait  affir- 
mer que  les  équations  (28)  n'ont  pas  de  racines  communes. 

Le  problème  ci-dessus  énoncé  étant  ainsi  résolu,  il  sera  facile  de 
trouver,  pour  l'équivalence  (7)  dont  le  degré,  par  hypothèse,  est  infé- 
rieur i\p,  le  nombre  des  racines  distinctes  et  non  divisibles  par/?.  En 
effet,  puisque,  en  vertu  du  théorème  de  Fermât,  tous  les  termes  de  la 
suite 


(53)  I,     2,     3, 

vérifieront  la  formule 


(54) 


û^p- 


p-ï 


(mod.p), 


les  racines  dont  il  s'agit  se  confondront  évidemment  avec  les  racines 
communes  aux  deux  équivalences  (7)  et  (54).  Cela  posé,  il  suffira 
d'opérer  comme  dans  le  problème  précédent,  en  substituant  aux  deux 
fonctions  f(^),  ^^{oc)  les  deux  fonctions  xP"^  —  i,  f(.r),  pour  obtenir 
une  équivalence  nouvelle 


(55) 


9(j7)  =  o        (mod./?), 


qui  sera  vérifiée  par  ces  mêmes  racines  et  seulement  par  elles.  Le 
degré  de  cette  nouvelle  équivalence  représentera  donc  le  nombre  des 
racines  de  la  formule  (7)  distinctes  et  non  divisibles  par  p. 

Si  à  l'équivalence  (54)  on  substituait  l'équivalence  (22),  la  for- 
mule (55),  obtenue  par  la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer,  four- 
nirait les  racines  distinctes  de  la  formule  (7),  dans  le  cas  même  où 
l'on  supposerait  le  premier  membre  de  cette  formule  divisible  par  x 
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OU  par  une  puissance  de  x,  c'est-à-dire  dans  le  cas  même  où  cette  for- 
mule admettrait  des  racines  divisibles  par/?. 

Si  l'équivalence  (7)  n'admettait  point  de  racines,  les  équivalences 
(7)  et  (22)  n'auraient  point  de  racines  communes,  et  l'on  en  serait 
averti  par  le  calcul  même,  conformément  à  la  remarque  que  nous 
avons  faite  ci-dessus. 

Si  la  formule  (7)  n'admet  qu'une  seule  racine  distincte  de  zéro, 
l'équivalence  (55),  déduite  de  la  considération  des  formules  (7)  et 
(54),  sera  du  premier  degré  seulement,  et  fera  connaitre  la  racine 
dont  il  s'aofit. 

Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons  d'éta- 
blir, cherchons  combien  l'équivalence 

(56)  jc^—x-^i^o         (mod.7) 

admet  de  racines  distinctes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  combien  il  y 
a  de  racines  communes  entre  cette  équivalence  et  la  suivante  : 

(57)  576  —  1  =  0       (mod.7). 

On  trouvera,  en  effectuant  la  division  de  ^r"  —  i  par  ^'  —  a?  -h  r, 

x^—i~-{x'^  —  x  +  i){x^-\-x  —  \)-\-œ-—'2x\ 

puis,  en  effectuant  la  division  de  o;^  —  -r  -h  i  par  x-  —  ix, 

J?'—  ^4-1=  (J7^  —  ix)  {x  -\-  2)  -h3j74-  I 

=  {x'-—ix){x^i)^^{x  +  ^^) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

x'  — .r  +  I  =  (j7-— îijr)  (j7 -t- 2)  H- 3(j7  —  2). 

Enfin  X-  —  IX  sera  exactement  divisible  par  x  —  2,  ou,  en  d'autres 
termes,  le  reste  de  la  division  de  x^  —  ix  par  x  —  1  sera  équivalent  à 
zéro,  puisqu'on  aura 

X^  —  2.27=(a'  —  '2)X. 

Donc  la  formule  (56)  n'admettra  qu'une  seule  racine  distincte  de  zéro. 
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et  fournie  par  l'équivalence  x  —  2^-0  (mod.  7)  ou 

(58)  ir~2        (mod. 7), 

ce  qui  est  exact. 

Dans  l'exemple  que  nous  venons  de  choisir,  on  pourrait  simplifier  le 
calcul  en  observant  que  le  polynôme  x-  —  ix  est  évidemment  le  pro- 
duit des  deux  facteurs  x,  x  —  2,  et  que  le  second  de  ces  deux  facteurs 
est  le  seul  qui  divise  le  polynôme 

œ^  —  œ  +  \  =  {x  —  2)  {x'^  +  ix  -^  2,). 

On  doit  immédiatement  en  conclure  que  la  formule  (57)  a  pour  racine 
unique  le  nombre  2. 

Cherchons  encore  combien  l'équivalence 

(59)  x^-\-x-\-i  =  o         (mod.  Il) 

admet  de  racines  distinctes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  combien  il  y 
a  de  racines  communes  entre  cette  équivalence  et  la  suivante  : 

(60)  j:.io_i==o         (mod. II). 

Dans  ce  cas,  on  trouvera  successivement 

^10  _,^  (^3^^-  +  l)  {x'—x"'--  x'^-h  X-'-^IX-—?,)  —  2^*-^3^-f-2 

^  {X'-^  ^  X  +  \)  {x'  —  X'^  —  x'*  -+■  X^  -}-  1X^-  —  ^)  —  2{x'^  +  \X  —  l), 

j?-^+ ^  +  I  =  (^-+4^  —  i)  (^  — 4) -f-i8j- —  3 

=  {x^- ^  [^x  —  i)  {x  —  f^)  +  1%{X  —  'i), 
x--\-  [\x  —  I  =  (jr  —  2)  {x  +  6). 

Donc  la  formule  (Sq)  aura  encore  pour  racine  unique  le  nombre  1. 

La  méthode  exposée  dans  ce  paragraphe  ne  diffère  pas  de  celle  que 
M.  Libri  a  donnée  dans  le  Tome  1  de  ses  Mémoires.  Lorsqu'on  applique 
cette  méthode  à  la  recherche  de  l'équivalence  de  condition  qui  doit 
être  vérifiée  pour  que  deux  équivalences  aient  au  moins  une  racine 
commune,  on  se  trouve  précisément  ramené  à  la  formule  (iG)  de  la 
page  1G4  du  Volume  I  des  Exercices  ('  ). 

(')  OEuvrcs  de  Cauchj,  S.  II,  T.  VI,  p.  -'.07. 
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§  II.  —  Sur  la  résolution  des  équivalences  binômes. 

Supposons  que  la  formule  (7)  du  paragraphe  précédent  se  réduise  k 
une  équivalence  binôme  ou  de  la  forme 

^'"4-K  =  o        (mod./?), 

K  désignant  une  quantité  entière  non  divisible  par/;. 

Si  l'on  écrit  —  A  au  lieu  de  +  K,  cette  équivalence  deviendra 

X>n —  A  SH  O  {VAOÙ.  p) 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(i)  a:"'~k        (mod./?). 

Soit  d'ailleurs  r  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

(2)  ^p-'=i        {mo(\.p). 

La  quantité  A  =  —  K,  n'étant  pas  divisible  par />,  sera  équivalente, 
suivant  le  module />,  à  l'un  des  termes  de  la  suite 

(3)  I,     r,     r\      ...,      rP-^- 

(voir  le  théorème  VII  de  l'article  précédent,  scolies  1  et  II),  en  sorte 
qu'on  pourra  supposer 

(4)  A~H        (mod./>), 
l'exposant  «étant  l'un  des  nombres 

(5)  o,     t,     2,     ...,    />  — 2. 

11  y  a  plus;  si,  deux  de  ces  nombres  étant  représentés  par  i  et  par  y, 

l'on  suj)pose 

y~i,        z=j        (mod.^-i) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/  =  «■-+-(/>  —  ')«%     -— y +  (/?  —  •)  «^^ 
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t^,  w  désignant  des  nombres  entiers  quelconques,  on  trouvera 

/■y—r^P-^^^r'^r',         ,■- =z  r^P-^^"^ rJ  =  r-i         (mod./)— i); 

et  comme,  i,  j  étant  inférieurs  k  p  —  i,  les  deux  puissances  r',  W  ne 
pourront  devenir  équivalentes  suivant  le  module/?  qu'autant  que  l'on 
aura  i  —y,  il  est  clair  que  la  formule 

(6)  ry~r=        (mod.p) 
entraînera  toujours  la  suivante  : 

(7)  ■  y  =  z        (mod./j-i). 

Cela  posé,  comme  l'équivalence  (i)  n'admettra  point  de  racines  divi- 
sibles par  p,  on  pourra  supposer  encore 

(8)  ^  = /•"        (mod./»), 
puis  on  tirera  des  formules  (i),  (4),  (8) 

(9)  r""'=r'         (moû.p) 
et,  par  conséquent, 

(10)  mu^^i        (mod./)  — 1) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(11)  mu=z  i  -^  {p  —  \)v, 

V  désignant  un  nombre  entier.  Donc,  pour  que  l'équivalence  (i)  soit 
résoluble,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  qu'on  puisse  satisfaire  par  des 
valeurs  entières  de  u  et  de  v  à  l'équation  (i  i);  par  conséquent,  il  sera 
nécessaire  et  il  suffira  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  rti  et  de 
p  —  i  divise  i.  Soit  n  ce  plus  grand  commun  diviseur.  La  formule 

(13)  r"  '""    Hs  I         (mod./)), 

qui  peut  être  remplacée  par  la  suivante 

(i3)  A  «   =1         (mod./)), 
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sera  ou  ne  sera  pas  vérifiée,  suivant  que  i  sera  divisible  ou  non  divi- 
sible par  n.  Donc  la  formule  (i3)  exprimera  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  l'équivalence  (i)  puisse  être  résolue. 

Supposons  maintenant  que  la  condition  (i3)  se  trouve  remplie,  et 
désignons  par  u  une  valeur  particulière  de  l'inconnue  u  que  détermine 
la  formule  (m).  La  valeur  générale  de  la  même  inconnue  sera 

n 

h  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  et  ce  nombre  pourra  être 
choisi  de  manière  que  u  soit  positif,  mais  inférieur  à  ^^^— î-.  Cela  posé 
concevons  que  u  représente  la  plus  petite  valeur  de  //.  Les  nombres 

(i5)  u,     v-^I^^^^,     u  +  a^iH-î-,      ...,     u  +  (  /^  _  1  )  /^  ~  ' 

seront  les  valeurs  de  u  inférieures  à  yo  -  i,  et  la  formule  (i)  admettra 
les  racines 

/     /.  X  . ,  'J  H U  +  2 -j  +  in  —  l)  '. 

('^)  r",     r        "    ,     r  «,...,/•  '    «    , 

qui  seront  toutes  distinctes  les  unes  des  autres.  Donc  le  nombre  de 
ces  racines  distinctes  sera  précisément  n. 

Lorsqu'on  suppose  m  =  2  et/>>  2,  on  trouve  n  =  2,  attendu  que 
/?  —  I  est  nécessairement  pair.  Alors  la  condition  (i3)  se  réduit  à 

('/)  A  *  =1        (motl.p). 

D'ailleurs,  p  étant  un  nombre  premier  impair  et  A  un  nombre  entier 
non  divisible  par/;,  on  aura  généralement 

('8)  A/'-'=i         (moû.p) 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 


(a'''   -i)(a''-^   +i)  =  o 


(motl,^) 

OF.uvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  IX. 


^O 


('7) 

p-i 
A  ■'   ~ 

OU 

(>9) 

A  ^   - 

Donc  l'équ 

ivalence 

(20) 

^-=  A 
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ot,  par  conséquent, 

(mod./j) 
{mod.  p). 


(mod./>) 

aura  deux  racines  distinctes  ou  n'en  aura  aucune,  suivant  que  l'expres- 
sion 

(21)  A  ■' 

sera  équivalente,  suivant  le  module/?,  à  -h  *  ou  à  —  i. 

Si  l'on  suppose  m  =  3,  le  plus  grand  commun  diviseur  n  des 
nombres  m  ot  p  —  i  sera  3  ou  i,  suivant  que  /?,  divisé  par  3,  don- 
nera pour  reste  t  ou  —t.  Dans  le  premier  ras,  la  condition  (t3) 
deviendra 

(22)  A  '   =  1         (mod./)). 

Dans  le  second  cas,  cette  condition,  réduite  à  la  formule  (iH),  sera 
toujours  vérifiée.  Cela  posé,  on  conclura  des  principes  ci-dessus  éta- 
blis que  l'équivalence 

(28)  a:^E;^A         (mod./j) 

admet  toujours  une  racine,  mais  une  seule,  lorsque  p  —  i  n'est  pas 
divisible  par  3.  Dans  le  cas  contraire,  l'équivalence  (23)  admettra 
trois  racines  distinctes  ou  n'en  admettra  aucune,  suivant  que  la  con- 
dition (22)  sera  ou  ne  sera  pas  satisfaite. 

Soit  encore  m  =  4.  On  trouvera  n  =  ^  ou  /i  ~  2,  suivant  que  p  —  i 
sera  divisible  par  4  ou  simplement  par  2.  Donc,  si  />  —  i  est  divisible 
par  4»  l'équivalence 

(24)  a;*=A         (mod. /^) 
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admettra  doux  racines  ou  n'en  admettra  aucune,  suivant  que  la  condi- 
tion 

(■i5)  A  *   =1         (mod./)) 


sera  ou  ne  sera  pas  remplie.  Mais,  si  yo  —  i  est  divisible  simplement 
par  2,  l'équivalence  (24)  admettra  deux  racines  distinctes  ou  n'en 
admettra  aucune,  suivant  que  la  valeur  de  A  satisfera  ou  non  à  la 
condition  (17),  c'est-à-dire  suivant  que  cette  valeur  vérifiera  la  for- 
mule (17)  ou  la  formule  (f9). 

Soit  enfin  m  =  G.  On  trouvera  /?  —  6  ou  /?  =  2,  suivant  que/j  —  i 
sera  divisible  ou  non  divisible  par  3.  Dans  le  premier  cas,  la  condi- 
tion (i3)  donnera 

(•,>.6)  A  *    ie:;  I         (mod./>). 

Dans  le  second  cas,  cette  condition  se  trouvera  réduite  à  la  for- 
mule (17).  Donc,  en  vertu  des  principes  ci-dessus  établis,  si  /?  —  i 
n'est  pas  divisible  par  3,  l'équivalence 


(27) 


A 


(mod.yw) 


admettra  deux  racines  distinctes  ou  n'en  admettra  aucune,  suivant 
que  la  valeur  de  A  vérifiera  la  formule  (17)  ou  la  formule  (19).  Mais, 
si/>  —  I  devient  divisible  par  3,  l'équivalence  (27)  admettra  six  racines 
distinctes  ou  n'en  admettra  aucune,  suivant  que  la  condition  (26)  sera 
ou  ne  sera  pas  vérifiée.* 

Généralement,  si  l'on  suppose  m=^  n,  n  étant  un  diviseur  de/>  —  r, 
l'équivalence  (t),  réduite  à  la  forme 


(28) 


(mo(l./>), 


admettra/?  racines  distinctes,  respectivement  équivalentes  aux  quan- 
tités (iG),  ou  n'en  admettra  aucune,  suivani  ((ne  la  condition  (r3)  sera 
ou  ne  sera  pas  vérifiée. 

Si  l'on  suppose  A  =  i  ou,  ce  (jui  revient  an  même,  «  =  o,  on  trou- 
vera u  =  0.  Dans  ce  cas,  la  condition  (r3)  sera  toujours  vérifiée,  et 
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l'équivalenco  (i),  réduite  à  la  forme 

(29)  .a7"'=i         (mod.p), 

n'admettra  point  d'autre  racine  que  l'unité,  si  m  est  premier  à  /?  —  i. 
Mais,  si  le  contraire  arrive,  en  nommant  toujours  n  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  m  et  de/?  —  i,  on  obtiendra,  pour  racines  de 
l'équivalence  (29),  les  différents  termes  de  la  suite 


(3o) 


P-^  «/'-^  ,      .,/'-» 


/•  "    ,         /• 


(«  —  !)- 


qui  seront  en  même  temps  racines  de  l'équivalence  ^"eesi  (mod./?). 
On  arriverait  directement  aux  mêmes  conclusions  en  ayant  égard  au 
théorème  V  de  l'article  précédent. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  prend  successivement  m  =  2,  m  =  3, 
m  =  l\,  . . .  {p  étant  >  2),  on  reconnaîtra  :  1°  que  l'équivalence 

(3i)  ^2=1         (mod./j) 

admet  toujours  deux  racines  distinctes,  savoir  +1  et  —  i;  a*'  que 
l'équivalence 

(32)  x^=i         {moû.p) 

admet  deux  racines  distinctes  de  l'unité,  lorsque  /;  —  i  est  divisible 
par  3,  et  la  seule  racine  i  dans  le  cas  contraire;  3"  que  l'équivalence 

(33)  x'^^m         (mod./j) 

admet  les  seules  racines  4-1  et  —  i,  lorsque  ^~'  est  impair,  et,  de 

plus,  deux  autres  racines  distinctes,  lorsque  ^"'  est  un  nombre 
pair; 

Il  est  bon  d'observer  que,  si  A  difft^re  de  l'unité,  il  suffira  de  multi- 
plier par  r-*  les  quantités  (3o)  pour  reproduire  les  diverses  racines  de 
la  formule  (i). 

Observons  encore  que,  étant  donnée  une  équivalence  complète  du 
second  degré 

(34)  «0-^'-+- «1-^  H- «2^  o        (mod.yo), 
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dans  laquelle  a„,  a^,  a^  sont  des  nombres  entiers,  oXp  un  nombre  pre- 
mier impair  qui  ne  divise  point  «„»  i'  suffira  de  poser 


(35) 


y 


2«(i 


(mod./?), 


et  de  diviser  ensuite  par  a,,  les  deux  membres  de  la  formule  (34),  pour 
la  réduire  à  l'équivalence  binôme 

(36)  y^—\~o         (inod.yj), 

A  désignant  un  nombre  entier  choisi  de  manière  que  l'on  ait 


(3-) 


(mod./?). 


D'ailleurs,  l'équivalence  (36)  admettra  deux  racines  distinctes  ou  n'en 
admettra  aucune,  suivant  que  la  valeur  de  A  vérifiera  la  condition  (17) 
ou  (19).  Donc,  par  suite,  l'équivalence  (34)  admettra  deux  racines  dis- 
tinctes, si  l'on  a 

(38)  (a'r-4«o«2)  '   =(4«g)  '  (mod.vD) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(39) 


{a\— [\a^a.i)  *    ^i         (mod./?), 


tandis  que  la  même  équivalence  n'admettra  point  de  racines  dans  le 
cas  contraire. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'équivalence  (34)  coïncide 
avec  la  suivante  : 

\o)  x'^-^x  —  i^o        (mod.  11). 

La  condition  (39),  ou 

(40  5'=  I        (mod.  1 1), 

sera  remplie.  Donc  l'équivalence  (4o)  admettra  deux  racines   dis- 
tinctes, qui  se  confondront  nécessairement  avec  deux  des  racines  de 

la  formule 

,c'° —  I  ^2  o        (mod.  1 1). 
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On  Irouvera  effectivement 

.i?'"— 1=  (^2_^^  — i)(^8_^''+2^«— 3^s+5^*+3^3^2a72+^  +  i)       (mod.  ii; 
D'ailleurs,  il  suffira  de  poser 

(42)  a;  =  y—^  =  y-ho         (mod.  ii), 
pour  réduire  la  formule  (4o)  à  l'équivalence  binôme 

r^+  29  =  o         (mod.  11) 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  suivante 

(43)  72=  — 29  =  4         (mod. Il); 
et,  comme  on  tirera  de  cette  dernière 

(44)  7  =  ±2, 
la  formule  (42)  donnera 

(45)  X  E^  5  ±  2. 
Donc 

(46)  j;  =  5  — 2  =  3        et        ^=5  +  2  =  7         (mod.  Il) 

seront  les  deux  racines  de  l'équivalence  (4o),  ce  qui  est  exact. 

La  méthode  par  laquelle  nous  avons  déterminé  ci-dessus  le  nombre 
des  racines  distinctes  d'une  équivalence  binôme  ou  d'une  équivalence 
du  second  degré  était  déjà  connue,  et  peut  se  déduire,  comme  l'a 
remarqué  M.  Libri,  des  principes  exposés  dans  le  premier  paragraphe. 
Ainsi,  en  particulier,  si  n  est  un  diviseur  de  p  —  r,  en  sorte  qu'on  ait 

(4?)  /?  —  I  =  /<C7, 

la  division  de  œP~^  —  i  ou  x'"^  —  i  par  x"  —  A  donnera  pour  quotient 

et  pour  reste  A'^—  i.  Donc,  en  vertu  des  principes  que  nous  venons 
de  rappeler,  l'équivalence  (28)  admettra  n  racines  réelles  ou  n'en 


SLR   LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUIVALENCES  ETC.         319 

admettra  aucune,  suivant  que  la  condition 

(48)  A'^— i  =  o        (mod./?) 

sera  ou  no  sera  pas  vérifiée.  Or  la  condition  (\S)  ne  diffère  pas  de 
celle  que  présente  la  formule  (i3). 

Ajoutons  que,  pour  ramener  la  résolution  de  l'équivalence  (i)  à  la 
résolution  de  l'équivalence  (lo),  qui  est  du  premier  degré  seulement, 
il  suffit  de  connaître  la  valeur  de  i  déterminée  par  la  formule  (4).  On 
y  parviendra  sans  peine,  quel  que  soit  A,  si  l'on  a  formé  une  Table 
dans  laquelle,  aux  nombres 

(5)  O,      I,      2,      3,       ...,      />— 2, 

correspondent  les  diverses  puissances  de  r  dont  les  degrés  sont  indi- 
qués par  ces  mêmes  nombres,  ou  plutôt  les  restes  qu'on  obtient  en 
divisant  les  puissances  dont  il  s'agit  par  le  nombre  premier/?.  On  peut 
placer  dans  la  première  colonne  de  la  Table  ces  restes  qui,  rangés  dans 
un  ordre  convenable,  seront  respectivement  égaux  aux  nombres 

I,     2,     3,     ...,    /^  — i; 

puis,  en  considérant  chacun  de  ces  derniers  nombres  comme  une 
valeur  particulière  de  A,  écrire  à  sa  suite  la  valeur  correspondanle 
de  i,  qui  représentera  ce  qu'on  nomme  Y  indice  de  A,  ou  d'un  nonibn» 
équivalent  à  A,  dans  le  système  dont  la  hase  est  /'.  Cela  posé,  il  est 
clair  que,  relativement  à  un  nombre  premier/?,  il  existe  aulanl  de 
systèmes  d'indices  qu'il  y  a  de  racines  primitives  ou  de  nombres 
entiers,  premiers  à/?  et  inférieurs  à/?.  Dans  chacun  de  ces  systèmes, 
les  indices  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  des  logarithmes. 
Kn  effet,  soient  /,  y ,  h  les  indices  de  deux  nombres  entiers  A,  R  et  de 
leur  produit  AR,  en  sorte  qu'on  ait 

(^9)  A  EH/-',         ^~rJ,        ABï^/''         (mo(L^), 

rdésignanf  une  racine  primitive  d(»  p.  On  tirera  des  équivalences  {\(.)) 

(5o)  r'*^r'-^J         (mod./?) 
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et,  par  suite  [attendu  que  la  formule  (6)  entraine  toujours  la  for- 
mule (7)], 

(5i)  A  =  /+y         {mod.p  —  i). 

Donc,  si  l'on  représente  l'indice  de  A,  à  l'aide  de  la  lettre  caractéris- 
tique I,  par  la  notation  I(A),  on  aura 

(52)  I(AB)  =  I(A)  +  I(R)         (mod./j  — I). 
On  trouvera  de  même 

I(ABG)  =  I(AB)  +  I(C)  =  I(A)  +  I(B)  +  I(C)        (mod./.-i) 
et  généralement 

(53)  I(ABCD...)  =  I(A)  +  I(B)+I(C)  +  I(D)+...         (mod./.-i), 

quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs  A,  B,  G,  D, Si,  ce  nombre 

étant  désigné  par  w,  les  facteurs  A,  B,  G,  D,  . . .  deviennent  équiva- 
lents à  une  même  quantité  x,  la  formule  (53)  donnera 

(54)  I(^'")  =  /«I(^)         (mod.y^  — i). 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

IJ indice  du  produit  de  plusieurs  nombres  est  équivalent  à  la  somme  de 
leurs  indices,  suivant  le  module  />  —  i  . 

L'indice  d'une  puissance  du  degré  m  est  équivalent,  suivant  le  module 
p  —  i,  à  l'indice  de  la  mcine  multiplié  par  m. 

Kn  vertu  de  la  dernière  proposition,  l'équivalence  (i)  entraînera  la 
formule 

(55)  ml{œ)  =  l{\)         {mod.p  — i), 
de  laquelle  on  tirera 

(56)  I(^)^L1A]         (mod./)-,). 

L'équivalence  (56),  dans  laquelle  {(x)  est  précisément  la  plus  petite 
des  valeurs  positives  de  w,  propres  à  vérifier  la  formule  (10),  montre 
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comment,  à  l'aide  d'une  Table  d'indices,  on  peut  résoudre  l'équiva- 
lence (i).  (Voir,  fonr  plus  de  détails,  l'Ouvrage  de  M.  Gauss,  intitulé  : 
Disquisition  es  arithmeticœ .  ) 

Observons  enfin  que  toute  équivalence  du  second  degré,  étant  ré- 
ductible à  une  équivalence  binôme,  pourra  encore  être  résolue,  si  le 
module  /?  est  un  nombre  premier,  à  l'aide  d'une  Table  d'indices  dans 
laquelle  on  aurait  pris  pour  base  l'une  quelconque  des  racines  primi- 
tives de  p. 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  ferons  remarquer,  avec  M.  Gauss, 
qu'il  est  facile  de  résoudre  l'équivalence  (i),  toutes  les  fois  que,  la 
condition  (i3)  étant  remplie,  les  nombres  m  et  ^^-^^  sont  premiers 

entre  eux.  Alors,  en  effet,  on  pourra  trouver  deux  quantités  entières  v, 
w  propres  à  vérifier  la  formule 


(07)  nnv—  f^ î- 


r  =  i; 


et  comme  on  aura  par  suite,  eu  égard  à  la  condition  (i3), 

(58)  AhhA'"^    «    "=A"'"'        (mod./;), 

il  est  clair  qu'on  résoudra  l'équivalence  (i),  ou 
(■J9)  ^.m^X""''     (mod./?), 

en  prenant 

(^o)  j"  =  A"'        (iriod./>). 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  l'équivalence 
(60  ^«=3        (mod.23). 

Dans  ce  cas,  on  trouvera  n  =  2,  et  la  condition  (r3),  réduite  à 

3"  =  i        (mod.23) 

sera  remplie.  De  plus,  les  exposants  i  1 ,  G  étant  premiers  entre  eux,  on 
pourra  choisir  v,  <r  de  manière  à  vérifier  la  formule 


I  I  (•  H-  I  =1  Gir, 
CEiiiTcs  de  C.  —  S.  II,  t.  IX. 


41 
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à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  ç  ■—  i,  w  =  2..  Par  suite,  on  n'soudra 
la  formule  (Gi)  en  supposant 

(62)  j"  =  3-=9         (mocl.23), 

ce  qui  est  exact.  Ajoutons  que,  le  nombre  n  étant  égal  à  2,  l'équiva- 
lence (61)  admettra  seulement  deux  racines  distinctes,  savoir 

(63)  -^  =  9,        j:-  =  — 9  =  1/4        (mod.23). 

En  général,  lorsque  le  carré  de  n  ne  divise  pas  /?  — i,  l'équivalence  (i  ) 
peut  toujours  être  résolue  par  la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer, 
et  les  formules  (67),  (Go)  donnent 

(64)  o^^A'"^'^    «    "^         (mod.p), 
V  étant  choisi  de  manière  que  la  quantité 

ni  \  n 

soit  entière.  Par  suite,  si  /?  —  i  n'est  divisible  qu'une  fois  par  le 
nombre  2,  on  vérifiera  l'équivalence 

(20)  j:--=A        (mod./)), 

lorsqu'elle  sera  résoluble,  en  prenant 

(65)  .r  =  \-'^        -^  J==\  ^  (mod.p). 

De  même,  si  /?  —  i  n'est  pas  divisible,  ou  s'il  est  divisible  une  seuh' 
fois  par  le  nombre  3,  on  vérifiera  l'équivalence 

(28)  x3=A        {mod.p), 

supposée  résoluble,  en  prenant,  dans  le  premier  cas, 

1  ,  2/>-l 

(66)  ^=  A^^*"^"^""  H^A    '  (mod.p), 
et,  dans  le  second  cas, 

(67)  jc  =  A'^       3  ;=4  9  (mod.p), 


SUR  LA   KÉSOLUTION  DES  ÉQUIVALENCES  ETC.        323 

ou  bi<'n 

(68)  o-^A^^"*"     =*  ^^A    '■>  (mod.p), 

selon  que  p  —  i  divisé  par  9  donnera  pour  reste  G  ou  3,  etc.  Ainsi,  par 
exemple,  on  résoudra  la  formule 

(69)  ■  ^'^=12        (mod.23), 

en  prenant 

(70)  a^  =  12"»"'^"'=  i2'5=8'«.3'5=  35=13        (mod.23). 

Toutes  les  fois  que  le  nombre  n  se  réduit  à  l'unité,  la  formule  (64) 

donne 

1 4-  (  /) — 1  )  i» 

(71)  a;~A       "'  (mod.p), 
V  étant  choisi  de  manière  que  la  quantité 

'  +  (/^  — 0<' 
1)1 

soit  entière,  et  cette  formule  détermine  la  racine  unique  de  l'équiva- 
lence (i).  Mais,  lorsque  le  nombre /z  surpasse  l'unité,/?  —  !  n'étant  pas 
divisible  par  ri\  l'équivalence  (i)  admet  plusieurs  racines,  dont  une 
seule  est  déterminée  par  la  formule  (64);  et,  pour  les  obtenir  toutes, 
il  suffît  de  multiplier  le  second  membre  de  cette  formule  par  les  di- 
verses racines  de  l'équivalence  (29)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de 
la  suivante  : 

(72)  x"^  =  \         (mod./>). 

D'ailleurs,  si  l'on  suppose  n  =  2,  la  formule  (72),  réduite  à 

(3i)  x'^=\         (niod.y^), 

aura  pour  racines  —  i  et  -f- 1 .  Donc,  si  />  —  r  est  divisible  une  seule 
fois  par  le  nombre  2,  ré({uivalen('e 

(20)  j:-i^A         (mo(l./>) 
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admettra  les  deux  racines 

(7^)  J^  =  A  *.,         .r~— A  *  (motl./y). 

Ainsi,  par  exemple,  on  résoudra  la  formule 

(74)  a^^=3        (mod.ii), 
en  prenant 

(75)  j7  =  3'=5        ou        x~—o  =  6        (mod.  Il), 
et  la  formule 

(76)  x2~-3        (mod.Si), 
en  prenant 

(77)  j7=3»~2o        ou        J7  =  — 20  =  11        (mod.Si). 
D'autre  part,  si  l'on  a  /^  =  3,  la  formule  (72),  réduite  à 
(>^2)  x^~i         (mod./>), 

donnera 

(7^)  j;  =  i         (mod. y?) 

ou 

(79)  .r-4-j7-M  =  o         (mod./»), 
par  conséquent 

(80)  (2^4-,)2  =  _3         (mod./;)î 

et  comme,  en  supposant/?  —  i  divisible  une  seule  fois  par  le  nombre  2, 

on  tirera  de  la  formule  (80) 

p+i 
(80  2jc-hi~±{—3)  '  (mod./?), 

il  est  clair  que,  dans  cette  hypothèse,  les  trois  racines  de  l'équiva- 
lence (32)  seront  respectivement 

(82)     ^^i,         ^^ZH-HlziLl,  ^^ZLL±iz:il^  (mod./?). 
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Donc,  si  /?  —  I  est  divisible  une  seule  fois  par  chacun  des  nombres  2 
et  3,  l'équivalence 

(23)  ^'^A        (moû.p) 

admettra  trois  racines  qui  seront  respectivement 


(83)  x~A  «   , 
ou  bien 

(84)  ^-^A    »    , 


_^^_,-(_3)^    A 


/)-(-2 


^^„-K_3)>    ^, 


p  +  î 


(mo(l.//j, 


i-(-3)   ^ 


2/)  4-1 


-n-(-3)   ^ 


2,-4-1 


A    '       (mo(l./j), 


selon  que  p  —  i,  divisé  par  9,  donnera  pour  reste  G  ou  3.  Ainsi,  par 
exemple,  les  trois  racines  de  l'équivalence 


(85) 
seront 

(86) 


j;'^4         (mod.Si) 


-r  — 3« 


2 

1  +  3» 


16  ^  5 .16  ^H  —  i3 
i6s— 6.iG^  — 3 


(mod.3i). 


Si,  la  condition  (i3)  étant  remplie,  les  nombres  m, cessent 

d'être  premiers  entre  eux,  et  si  l'on  désigne  par  w  leur  plus  grand 

commun  diviseur,  le  nombre  —  sera  premier  à  — ?  pourvu  qu'il 

soit  premier  à  w,  et  l'on  pourra,  dans  cette  hypothèse,  trouver  deux 
quantités  entières  v,  w  propres  à  vérifier  l'équation 


(87) 


m  p  —  r 

—  ^J^,  —  L ('  =:  I . 


On  aura,  par  suite,  eu  égard  à  la  condition  (i3), 

/>  — I  m 


(88) 


A^A 


^A" 
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ot  il  est  clair  qu'on  résoudra  l'équivalence  (i)  en  choisissant  x  de  ma- 
nière à  vérifier  la  formule 

{>^9)  x'^=K'"        {moû.p), 

de  laquelle  on  tire 

m  m 

œ"'^{x^Y>=K~^=K        (mod./j). 

D'ailleurs  l'équivalence  (89)  sera  du  nombre  de  celles  qui  peuvent 

èlre  résolues.  En  effet,  w,  divisant  à  la  fois  m  et  ^-^,  par  conséquent 

m  et/;  — I,  sera  diviseur  de  n.  Donc  la  formule  (i3)  entraînera  les  sui- 
vantes : 

n 

<9o)  A'-^Uw    =i"^=i         (mod.yj), 

/'-■  •      /^ 
(9')  (A'^)  «^  ^A*^  =1        {moà.p). 

Or  la  formule  (91),  semblable  à  la  formule  (i3),  exprime  précisément 
la  condition  à  laquelle  A"'  doit  satisfaire  pour  qu'on  puisse  résoudre 
l'équivalence  (89). 

Il  est  bon  d'observer  que,  w  étant  diviseur  de  n,  w-  sera  diviseur  de 
p  —  \.  Donc  il  est  toujours  facile,  dans  l'hypothèse  admise,  de  réduire 
l'équivalence  (i)  du  degré  m  à  une  autre  équivalence  dont  le  degré  w 
soit  la  racine  d'un  carré  qui  divise  p  ~i.  Lorsque  p  —  i  n'offre  pas  de 
diviseurs  carrés  dont  les  racines  divisent  l'exposant  m,  le  nombre  w 
coïncide  avec  l'unité,  et  la  formule  (89)  ou  (60)  fournit  une  racine  de 
l'équivalence  (i). 

^  III.   —  Sur  la  résolution  des  équivalences  du  troisième 
et  du  quatrième  degré. 

Etant  donnée  une  équivalence  du  troisième  ou  du  quatrième  degré, 
on  peut,  à  l'aide  de  la  méthode  exposée  dans  le  premier  paragraphe, 
décider  si  cette  équivalence  admet  autant  de  racines  distinctes  que  son 
degré  renferme  d'unités.  Dans  le  cas  contraire,  on  pourra  toujours,  à 
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l'aide  do  la  même  méthode,  ou  s'assurer  que  l'équivalence  proposée  iia 
point  de  racines,  ou  la  réduire  à  une  équivalence  de  degré  moindre. 
Pour  cette  raison,  nous  nous  bornerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  à  con- 
sidérer les  équivalences  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  (|ui 
admettent  trois  ou  quatre  racines  distinctes. 

Considérons  d'abord  une  équivalence  complète  du  troisième  degré 
ou  de  la  forme 
(i)  a^x'^^  a^x'^^  aiX  +  a^^o         (mod./?), 

p  désignant  un  nombre  premier  et  a»,  «,,  «o,  «.,  des  quantités  entières 
dont  la  première  ne  soit  pas  divisible  par/>,  ou  même  des  quantités 
rationnelles.  Si  l'on  fait 

(3)  x^y~^         (mod./?), 

la  formule  (i)  deviendra 

(3)  jî+B/-f-C  =  o         (mod./>), 

B,  C  étant  des  quantités  rationnelles  que  l'on  pourra  réduire  à  des 
quantités  entières.  D'un  autre  côté,  si  l'on  désigne  par 

les  racines  de  l'équation 

(4)  j3_^Bk4-C  =  0, 

et  par  p  une  racine  primitive  de  la  suivante 

(5)  ^  x'—i, 
p,,  p.j  seront  les  deux  racines  de 

(6)  X-  +  X  ^1  =  0, 
et  l'expression 

17) 


3 
considérée  comme  fonction  des  racines  des  équations  (4).  {^)^  n'aura, 
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comme  l'on  sait,  que  deux  valeurs  distinctes,  savoir 

_  [■rix+  pri-î-i-  p--<l:)\"  _    _ /'■^i  + P^"^2H-p'n3 


(8)  .,-,  3  j.         .,-^       —3 
qui  serviront  elles-mêmes  de  racines  à  la  réduite 

(9)  «2+C«---'  =:0. 

Cela  posé,  concevons  que  l'équivalence  (3)  admette  trois  racines  dis- 
tinctes 

7i»    J2»   73, 

et  que  le  nombre/;  —  i  soit  divisible  par  3.  L'équivalence 

(10)  j7^=i         (mod./>) 

offrira  elle-même  trois  racines  distinctes,  dont  la  première  sera  l'unité, 
les  deux  dernières  étant  propres  à  vérifier  la  formule 

(11)  ^-+^4-1  =  0        (mo(l.yy). 

Si  l'on  nomme  r  l'une  de  ces  deux  dernières,  l'autre  sera  représentée 
par  r-,  et  si  l'on  fait 

/,    N               /.r,-f- /■.r2+ /'-.vA^                     /y  ^  r-v,-i-  rv-iY         ,        .      x 
(i?0     "i  =  (^ -r^ —)^  i^^.=  \^- Y )  (mod./>), 

u^ ,  Wo  seront,  en  vertu  du  théorème  XVII  de  la  page  294,  les  deux  racines 
de  l'équivalence  du  second  degré 

(i3)  «-+C«  — -^=0         (mod. /?). 


Comme  on  aura  d'ailleurs 


rji  +  rio  +  rys— o, 
(»4)  \  (-^1  +  p-^2+  0^7)3)  (-rîi  +  r;--(],_-^p-(].^)  =  r,]  ^-nl  +  fil  —  Tun.  —  nir,^  —  -n^rn 

=  —  3  (-^lY].  +  yîiY/j  +  Yî,y!.j)  =—  3R, 


e  corollaire  I  du  théorème  XVII  de  la  page  294  donnera 

j  ri+r2  +  j'3  =  o        (mo(l./>), 

(  (Ji  +  fJ-2  +  /--/s  )  (ji  +  f'-fi  +  rvs  )  =  _  3  R         (  mod.  p  ] 


(.5) 
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A  l'aide  de  ces  formules,  on  réduira  la  résolution  de  l'équivalence  (i) 
ou  (3)  à  la  résolution  de  deux  équivalences  du  deuxième  degré,  et 
d'une  équivalence  binôme  du  troisième  degré.  En  effet,  supposons 

,  ,. ,                   .r,  +  ry,_  +  /•« j,                    7l  +  /^^y,4-/•.r:,  _ 
(.6)  . 3 =  ^\,         3 -^V 

Il  sulfira,  pour  déterminer  f,,  de  résoudre  :  i**  les  équivalences  du 
deuxième  degré  (ii)  et  (i3);  2°  l'équivalence  binôme  du  troisième 
degré 

(17)  •  «'Î^Wi         (mod./)), 

après  quoi  l'on  déterminerait»  ^i  B  n'est  pas  divisible  par />,  :i  l'aide 
de  la  formule  9Ç',ç^o^^—  3B,  ou 

(18)  CjEe:—  — -  (motl./^), 

s  ('1 

et  y,,  Vo,  V;,  à  l'aide  des  formules 

(lesquelles  on  tire 

(•9)    Ji=='"i+»'2»        72='"-t'i  +  '"<'2»        J3= /'<'i+ '■"«'2        (mo(l./v). 

Si  B  devenait  divisible  par/?,  l'une  des  racines  de  l'équivalence  (i3) 
serait  équivalente  à  zéro,  et,  en  désignant  par  //,  l'autre  racine,  on  de- 
vrait à  la  formule  (17)  joindre  la  suivante 

PjHHo        (mod./?). 

Il  importe  d'observer  (|u'en  vertu  des  formules  (12)  on  aura 

(20)  //,-«2^  — 3-^— (y,— J'2)(J,  — 73)(7,  — 73). 

Donc,  puisque  chacune  des  équivalences  (3),  (10)  admet,  par  hypo- 
thèse, trois  racines  distinctes,  et  qu'en  conséquence  aucune  des  diffé- 
rences r  —  r-,  y,  —  y^,  y,  —73,  Jo  —  Ji)  n'est  équivalente  à  zéro 
suivant  le  module/?,  la  différence  //,  —  u.,  ne  sera  pas  non  plus  écjui- 

OEuvies  de  C.  —  S.  M,  t.  IX.  [\^. 
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valonle  à  zéro,  et  la  formule  (i3)  otïVira  encore  deux  racines  distinctes. 
Cela  posé,  la  condition  (38)  du  §  II  donnera 

/C-       B3\   ■' 
(21)  [j'^^J      "^^         imod.p). 

De  même,  l'équivalence  (17)  devant  être  résoluble,  et  p  —  i  étant  di- 
visible par  3,  on  tirera  de  la  formule  (i3)  du  §  II 

(■22)  «j  ^  sH  I         (inod./?) 

et,  par  suite,  si  B  n'est  pas  divisible  par/j, 

'izi       'izl       il:zl     I       B3  \~^       /'zi      \"3/ 
(23)       //,•>    +«,3    =«j^'   -|_/_--__j       ^,,^:i    +A — .^__ —  =  1  +  1==.^     (mod./>). 

D'autre  part,  on  aura,  en  vertu  du  théorème  X  de  la  page  282, 

/'-'  ;,-!  p-1  ^,-1 

(2^)  «,^     +«,■'      E=-J,*     -i--J,^     , 

•j,,  'Jo  désignant  les  deux  racines  de  l'équation  (9),  don(  les  valeurs 
seront 

C       /C-       B'\^  C       /C-^       B*\^ 

2.      V4       27;  1       \k       -i-j) 

Donc  la  formule  (23)  pourra  être  réduite  à 

r    C     /c^     B^xn  »      r    c     /c^     Bnn  ^  ^     , 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 


,     ,  ,    .2/  3.6  V2y       V4    ^7 

(27)  \ 


\  3.6.9.12  \2/  V4  27/ 
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Ainsi,  lorsque,/?  —  i  étant  divisible  par  3,  et  B  non  divisible  par/;,  l'é- 
quivalence (3)  admet  trois  racines  distinctes,  les  valeurs  des  quantités 
B,  C  vérifient  les  conditions  (21),  (27).  Réciproquement,  si  ces  condi- 
tions sont  vérifiées,/?  —  i  étant  toujours  divisible  par  3,  et  B  non  divi- 
sible par/?,  chacune  des  équivalences  (i)  et  (3)  admettra  trois  racines 
distinctes.  En  elïet,  eu  égard  à  la  condition  (21),  l'équivalence  (i3) 
sera  résoluble.  Désignons  par  //,,  //,,  ses  deux  racines,  et  faisons 

«  j      —  ^ . 
La  condition  (27)  ou  (23)  donnera 

^  4-  -  =  2       (mod./;) 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 
et,  par  conséquent. 


(mocl./j) 


(mo(]./?). 


Donc  la  condition  (22)  sera  elle-même  remplie,  et  l'équation  (17)  sera 
résoluble.  Cela  posé,  les  formules  (18)  et  (19)  fourniront  évidemment 
des  valeurs  de  j,,  7^,73  propres  à  vérifier  l'équivalence  (3). 

Si,  les  conditions  (21),  (27)  étant  remplies,  le  nombre/?  —  j  n'est 
divisible  ni  par  4»  ni  par  9»  la  résolution  des  équivalences  (i  i),  (i3), 
(17),  dont  les  deux  premières  peuvent  s'écrire  comme  il  suit 


(28) 
(29) 


(2J"  + 1)^=  —  3 

c\-     C^      \v 

u  +  ~  ]  =  -7-  4 

4        27 


(mo'A.p), 
(mod./-») 


et,  par  conséquent,  la  résolution  des  équivalences  {])  ou  {'à)  s'ellec- 
tnera  sans  peine  à  l'aide  des  formules  ((Î7),  (,(38),  (69 ")  du  para- 
graphe précédent. 

Pour  montrer  une  application  des  principes  (|u<'  nous  venons  d'ex- 
|)0ser,  considérons  l'équivalence 


(3o) 


j;^— 3j;*H- i5a' —  I  ^  o         (mod.3i). 
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Drins  ce  cas,  le  nombre  p  —  y  =^  3o  sera  multiple  de  3,  sans  être  divi- 
sible ni  par  4,  ni  par  9,  et  l'on  vérifiera  la  formule  (ti)  ou  (28)  [voir 
les  formules  (77)  du  §11],  en  prenant  2x  -t-  i  =  ±  i  t,  par  consécfuent 

■f  =  — — =" —  On  pourra  donc  supposer 


(3,)  ,.  =  z:lziU:=_o. 


De  plus,  si  l'on  fait 

3 


3 

(32)  ^  =  j+         — ^+1, 


la  formule  (3o)  deviendra 

(33)  j'h- 13/ + 12  ^o        (mod.3i). 

l^n  comparant  cette  dernière  à  l'équivalence  (3),  on  trouvera 

(34)  B  =  i2,        C  =  i2, 

(35)  ~=6,         î±  +  î^!  =62+4-^=5  +  2  =  7         (mûd.3i). 
2  4        27 

Cela  posé,  les  conditions  (21),  (27)  donneront 

(36)  7'5=,         (niod.Si) 
et 


6i"H ^6^7H +T-7-6«.7-H ^—/-Q'.f-] ^6^7*+  7-'=  i     (inod.  3i 

1.2        ^        1.2.3.4  1.2.3.4        ^          1.2        ^        ' 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  attendu  que  l'on  aura  (y'r^£—  i,  7"'=rEE2, 

10. q  ^    io.Q.8.7 

— ^  EEEEE  2 .  7  et  — ^^^  ^^  —  7, 

r.2  '  1.2.3.4 

(37)  —6  +  2.6^72—2  +  2.6.7  +  2^6^72+2.7^=1         (mod.30. 

Or,  les  formules  (3G),  (37)  étant  vérifiées,  on  doit  en  conclure  que 
l'équivalence  (3o)  ou  (33)  admettra  trois  racines  distinctes.  Rfï'ecfive- 
rnent,  la  formule  (i3)  ou  (29)  deviendra 

(38)  («  +  6)2=7        (mod.3i), 
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ot  l'on  on  lir(»ra  Ivoir  los  (bnnulcs  (73)  du  §  II] 

(89)  « -f-r)  =  ±:7»ss±  10         (mod.Si). 

On  pourra  donc  supposer 

(4o)  wj- 10  —  6  =  4, 

et  l'équivalence  (17),  réduite  à 

(40  tl^d        (mod.Si), 

aura  pour  racines  [voir  les  formules  (86)  du  §  IIJ  les  (rois  (juantilés 
iG,  —  3,  —  i3.  Cela  posé,  on  pourra  prendre 

(42)  <'i^i(3,         rVi  =  —3,         /■2('i  =  — 13         (mod.3i); 
et,  comme  on  tirera  de  la  formule  (18) 

(43)  v.,  =  -^  ~—\  ^-S         (ino(1.3i), 

on  trouvera  encore 

(44)  i^,  =  —  S,        /-l'i^— 14,         /■-i'i  =  —  ij        (mo(l.3i). 

Donc  enfin  les  formules  (19)  donneront 

(45)  j,=  i6— 8  =  8,      J2HS  — 13  — i4h=4,      j'j=-  — 3  — 9=-i-.>.     (inod.3i). 
Ainsi  l'équivalence  (33)  aura  pour  racines 

(46)  7  =  8,        /=4,        r--i2        (mocl.3i), 

ce  qui  est  exact.  Les  racines  correspondantes  de  l'équivalence  (3()), 
calculées  ii  l'aide  de  la  formule  (3-2),  seront  évidemment 

(47)  j^-  =  ii,        x  E= — 9        (ino(l.3i). 

Considérons  maintenant  une  équivalence  ('<)m|)l(>te  du  (|ualrièn»e 
degré  ou  de  la  forme 

(48)  ao.r'-t- a,.r^4- «72.r-+ rt;,a' -i- ^iSH  o         (ino(L/;), 
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/>  désignant  un  nombre  premier,  et  a^,  a,,  a.,,  a^,  a,,  des  quantités  en- 
tières dont  la  première  ne  soit  pas  divisible  par/?,  ou  même  des  quan- 
tités rationnelles.  Si  l'on  fait 

* 

(49)  j:-  ==  r  —  — -  (  mod.  lA, 

ré([uivalence  (48)  deviendra  \ 

(•^o)  r^+Rv'+Cj  +  D -so        (inod./j), 

H,  C,  1)  étant  des  quantités  rationnelles  que  l'on  pourra  réduire  à  des 
(fuantités  entières.  D'un  autre  côté,  si  l'on  désigne  par 

•^'1.       T^s,      ri:j,      Y^4 

les  racines  de  l'équation 

(•^0  j^4-B7^-i-Ck  +  I)=:o, 

l'expression 

'fl\  —  -^2+  ■^:)—-  "^/iX" 


considérée  comme  fonction  de  ces  racines,  n'aura,  comme  l'on  sait, 
([ue  trois  valeurs  distinctes,  savoir 


_     'fii~ri^_  +  -f]^—Ti,, 


2 
"^i  +  '^2—  fis  —  'n'A'- 


(5î5) 


qui  serviront  de  racines  à  la  réduite 

(•^3)  «^*+2B//24_(B--4D)«_C-=:o. 

Cela  posé,  concevons  que  l'équation  (5i)  admette  quatre  racines  dis- 
tinctes 

ri'   J2»   fi,   j\. 
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et  taisons 


(  ,,  „r.ri-r2  +  .n-j4 


V 

2 

Ax. 

-/2 

—  73  +  .V; 

l 

•;>, 

(y^ 

+  72 

—  7:»—  n 

^  a^^l--^^ — ^^_^^'_-^_'  )    >     (niod./^j, 


(54) 


/<,,  «2»  "s  seront,  on  vertu  du  théorème  XYl  de  la  page  292,  les  trois 
racines  de  l'équivalence  du  troisième  degré 

(55)  u'+-2\iu^+{W—^\))u  —  0  =  o        (mod./?). 

Gomme  on  aura  d'ailleurs 


(56) 


■^1  +  ^2 +  "^3+  'n;=  o. 


\  (t^i  —  v)2+  -fii—  -rik)  {'ni-—  Oi—  ^3  +  '^i)  ("Oi  +  'nî  —  'n-i  —  -n:,)  =■—  8C, 
on  trouvera  encore 

\  71  +  72  +  73  +  74=0        (mod./>), 


(57) 


'  (7i  -  72  +  73  —  7i  )  (7i  -  72  -  73  +  74 )  (7i  +  72  —  7^  -  7*  )  =  -^  ^ <^- 


A  l'aide  de  ces  formules,  on  réduira  la  résolution  de  l'équivalence  (^4^  ) 
ou  (5o)  à  la  résolution  de  deux  équivalences  binômes  du  deuxième 
degré  et  d'une  équivalence  du  troisième.  En  effet,  supposons 


71  —  72  +  73  — 7v 


(58) 


v^^ll — 7-^      73 +Z^  \     (niod.yw). 


_  7t+72  — 73  — 7i 


Il  suffira,  |)our  déterminer  v^,  Co,  de  résoudre  :  T'  l'équivalence  (,55), 
qui  est  du  troisième  degré;  2"  les  deux  équivalences  du  deuxième 


degré 


(59) 


rf=«,,        <'j=«i        (mod./^), 


336         SL  U   LA   HESOLUTION  DES  EQUIVALENCES  ETC. 

après  quoi  l'on  déterminera  ^'3,  si  C  n'est  pas  divisible  par/;,  à  l'aide 
(le  la  formule  Hci^'oCj^^  —  8C,  ou 

(60)  i'3=EE— — _^         (mod.p), 

et  y,,  r^,  r.,,  r^  à  l'aide  des  formules 

/i+J-24-j3  +  j4  =  o        (mod./>), 

,    71— 72  + 73  — J4H=2(',, 

;6i) 

7i  —  .>'2  —  J'3  -f-  7i  =  2  r,, 


7l  +  72  —  73  —  74  =  3  «'3, 

desquelles  on  tire 


_    <'l  +  «'2  +  <':t  _    —   ('1  —  «'2  H-  «'; 

J>  1  ""= ~ '  72  = 


2  "^  "  2 

(t)2)  1  J     (mo(l./->). 

_  r,— (^2— <■;(  —  <'l  +  «'2—  «'3 

73  = '  74  =^ 


2 


Si  C  devenait  divisible  par/>,  l'une  des  racines  de  l'équivalence  (55) 
s'évanouirait,  et,  en  désignant  les  deux  autres  par  «,,  //.,  on  devrait 
aux  formules  (59)  joindre,  non  plus  la  formule  (60),  mais  la  suivante  : 

('3EEE0         (mod.p). 

Il  est  bon  d'observer  que  l'on  a,  en  vertu  des  formules  (54), 

/  //,— «2=  (71  —  72)  (73  —  74)  j 

(63)  i(^—ii.,=  {yi  —  y,){j-,~y^),     (mod.^). 

f    ,,,  _  „^  =.  (  j^  _  -  y^  )  (  j^  _  y,  )   ) 

On  peut  en  conclure  que,  si  l'équivalence  (5o)  admet  quatre  racines 
distinctes  l'une  de  l'autre,  l'équivalence  (55)  admettra  (die-mème  trois 
racines  distinctes.  Si  l'on  fait  d'ailleurs 

2B 

(64)  «  + -—  =  U        (moû.p), 
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et  (le  plus 

(G5)      E=-(^B-^  +  4I)),  F=^-(f  ^'-1^'*^^')         (nio'l-/^)' 

l'équivalence  (55)  deviendra 

(66)  U='+EU-+-F  =  o        (mod.p). 

Supposons  maintenant />  —  i  divisible  par  1  On  pourra  déterminer 
les  trois  racines  de  l'équivalence  (G6),  correspondantes  aux  trois  va- 
leurs de  u  qui  vérifient  la  formule  (55),  en  suivant  la  méthode  par 
laquelle  nous  avons  résolu  l'équivalence  (4),  et,  comme  les  trois 
racines  de  l'équivalence  (66)  seront  distinctes  l'une  de  l'autre,  si 
l'équivalence  (5())  ofl're  elle-même  trois  racines  distinctes,  il  est  clair 
que  les  quantités  E,  F  satisferont  alors  généralement  aux  conditions 
que  l'on  déduit  des  formules  (21)  et  (27),  en  y  remplaçant  B  par  E  et 
C  par  F.  On  aura  donc,  en  admettant  que  l'équivalence  (5o)  offre  quatre 
racines  distinctes. 


(68) 


(67)             (~ 

¥J\    - 
H 1       =1         (mod 

27/ 

et 

l/F\  ■'     j    {p-i){p-~^) 
1  \  2  /                      3.6 

/F\  '  /¥'     rj\ 

^    ip-i)ip-^i)(p- 

-)(p--io)f¥\    -^    fV- 

'                               3.6.9.12 

\'yl         U 

(niod. /->). 


On  doit  toutefois  excepter  le  cas  où  le  coefficient  E  deviendrait  divi- 
sible par  p.  De  plus,  chacune  des  formules  (59)  devant  être  résoluble, 
on  aura  encore,  si  i]  n'est  pas  équivalent  à  zéro, 

(69)  u^'   :^i,         Uo'   ^i         (mod./;) 
cl,  par  conséquent, 

'lui  /      (•!      \~ï~ 

(70)  1/,^  ^    -'-         ^i         (mod./>). 


"1  "2, 
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Cela  posé,  concevons  que  l'élimination  de  u  entre  les  équations 

/'-■ 

(71)  «=»+2B«2_^(B--4D)«-C-=:o,        V=«  ^ 

produise  une  autre  équation  de  la  forme 

(72)  V^+GV^+HV  +  I  =  o. 

On  aura  identiquement 

(-3)        V'^+GV^+HV  +  I=\V-«,-   ;i^V-a, 

et,  par  suite, 

p-i       p-i       /'-i 

,_,,  1  p-i    r^        p-i    /7-1        /7-1   p-i 


H  r=      f<,  2   «, 


?<,  ^    «3  -    -i-  //^  '    "s 


f  ;^_|    ,^^    ,^^  ^  ;>  - 1 

\  I  =— «j-^   ?<2-^   M.j-^   =— C"    ^   =— C^-'; 

puis  on  conclura  des  formules  (74),  combinées  avec  les  formules  (69), 

(70X 

(75)  G  =-3,        Hee:3        (mod./?) 
et 

(76)  C/^-'  =  i         (rnod.p). 

Donc,  en  définitive,  les  conditions  (67),  (68),  (75)  doivent  être  véri- 
fiées toutes  les  fois  que,  p  —  i  étant  divisible  par  3,  et  C,  E  non  divi- 
sibles paryo,  l'équivalence  (48)  ou  (5o)  offre  quatre  racines  distinctes. 
Quant  à  la  condition  (76),  il  est  inutile  d'en  faire  mention,  puisque, 
dans  le  cas  dont  il  s'agit,  elle  sera  toujours  remplie.  Donc,  si  les  con- 
ditions (67),  (68),  (75)  sont  vérifiées,  p  —  i  étant  divisible  par  3,  et 
C,  E  non  divisibles  par  p,  l'équivalence  (5o)  et,  par  suite,  l'équiva- 
lence (48)  offriront  quatre  racines  distinctes.  En  effet,  les  condi- 
tions (67),  (68)  étant  vérifiées,  chacune  des  équivalences  (55),  (66) 
offrira  trois  racines  distinctes  l'une  de  l'autre.  Désignons  par  Uf,  u.,,  u^ 
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œlles  de  ces  racines  qui  appartiendront  à  l'équivalence  CÏj).  Les 
quantités 


/'-' 


(77) 


L'A 

Il .,  -   , 


seront  les  trois  racines  de  l'équivalence 

(78)  V^-f-GV^+HV  +  I^o, 

qui,  en  vertu  de  la  dernière  des  formules  (74)»  deviendra 

(79)  V^-hGV^-f-HV-O-'^o. 

De  plus,  les  conditions  (73),  (76)  étant  remplies,  la  formule  (78) 

deviendra 

V3_3V2+3V  — 1  =  0 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(80)  (V  — i)-'=o, 

et  ses  trois  racines  seront  équivalentes  à  l'unité.  Donc  les  quan- 
tités (77)  vérifieront  les  conditions  (O9),  (70),  et  les  formules  (59) 
seront  résolubles.  Cela  posé,  les  formules  (60)  et  (62)  fourniront  évi- 
demment des  valeurs  de  y,,  y^,  j:,,  .y,  propres  à  vérifier  l'équiva- 
lence (5o). 

Si,  les  conditions  (()7),  (<j8),  (70),  (7G)  étant  remplies,  le  nombre 
p  —  J  n'est  divisible  ni  par  4.  "i  P'^^i'  9»  '^  résolution  des  équiva- 
lences (GG),  (G9)  et,  par  suite,  la  résolution  des  équivalences  (5o), 
(11)  s'effectueront  sans  peine  à  l'aide  des  formules  (G7),  ((nS),  (G9) 
du  paragraphe  précédent. 

(Concevons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  de  résoudre  l'équi- 
valence 

(81)  o-^-h  4-3?^-+- 60-2+ i3j7 -f- 7  =  o        (niod.Si). 
Alors,  en  posant 

(82)  x—y-t=y-r, 
on  obtiendra  la  formule 

(83)  7*  4-9  V  — 3^0        (mod.3i); 
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puis,  en  comparant  cette  formule  à  l'équivalence  (5o),  on  trouvera 

(84)  R  =  o,         C  =  9,        i)=-3. 
Cela  posé,  l'équivalence  (55)  deviendra 

(85)  w'-h  i2«  +  12  =  o; 

elle  se  confondra  donc  avec  l'équivalence  (33),  dont  les  racines  étaient 
8,  4  et  —  12,  en  sorte  qu'on  pourra  prendre 

(86)  «1=8,         «2=4,         «3  =  — 12         (mod.Sj). 

Or,  les  valeurs  précédentes  de  w,,  u,,  u,  vérifieront  les  conditions  (69), 
(70),  ou 

(87)  8>5=i,        4'^=!,        (-12)'^=!         (mod.Si). 
On  pourra  donc  résoudre  les  équivalences  (59)  ou 

(88)  ^1=8,         v\=\        (mod.  3i). 

On   tirera  effectivement  de  ces  dernières,  en  ayant  égard  aux  for- 
mules (73)  du  §  II,  et  à  la  condition  2^  =  1, 

(89)  i',  =  ±:8»  =  ±2-'*  =  it:2^  =  ±:i6,         v.,~±:  [^^  =  ±  2'^=z±2. 
Par  conséquent,  on  pourra  supposer 

(90)  ri=i6,         (^2=2. 

Les  valeurs  de  v, ,  ç-,  étant  ainsi  fixées,  l'équivalence  (Go)  donnera 

(9O  <'3  =  — ^  =  -9=22        (mod.3i); 

et  l'on  tirera  des  formules  (62) 

(92)     ji~2o  =  -,i,       j2=2,       73  =  -4,       j4=-i8  =  i3       (mod.3i). 

Telles  seront  les  quatre  racines  de  l'équivalence  (83).  Les  racines 
correspondantes  de  l'équivalence  (81),  calculées  à  l'aide  de  la  for- 
mule (82),  seront  respectivement 


(93) 


X^  —  ll,  d7~  I, 


00  ~  — S,         a;~i2. 
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Les  équivalences  (88)  étant  résolubles,  et  le  nombre  C  =  9  n'étant 
pas  divisible  par  3i,  on  peut  affirmer  que,  dans  l'exemple  précédent, 
les  conditions  (73),  (7^^)  se  vérifient,  ou,  en  d'autres  termes,  que 
l'équivalence  produite  par  l'élimination  de  u  entre  les  suivantes 

(9/,)  «■■' +  1 2 // 4- 1 1  =  o,         V=«'^        (motl.Si) 

se  réduit  à  la  formule 

(95)  V^— 3V^-+-3V  — 1^0        (mod.Si). 

C'est,  au  reste,  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer  directement. 
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MOUVEMENT  INTÉRIEUR  DES  CORPS 


coxsri)F.Ri;s 


COMME   DES    MASSES    CONTINUES. 


§  I.   —  Formules  générales. 

Dans  la  recherche  des  équations  d'équilibre  ou  de  mouvement  des 
corps  solides  ou  fluides,  on  peut  considérer  ces  corps  comme  des 
masses  continues,  ou  bien  les  regarder  comme  des  systèmes  de  points 
matériels  qui  s'attirent  ou  se  repoussent  à  de  très  petites  distances. 
Dans  la  première  hypothèse,  il  faut  d'abord  établir  la  théorie  des  pres- 
sions ou  tensions  exercées  en  un  point  donné  d'un  corps  solide  contre 
les  divers  plans  qu'on  peut  faire  passer  par  ce  même  point.  J'ai  déve- 
loppé cette  théorie  dans  le  Tome  II  des  Exercices  de  Mathématiques  C), 
et  j'ai  fait  connaître  les  relations  qui  existent,  dans  le  (;as  d'équilibre 
d'un  corps  solide  ou  fluide,  entre  les  pressions  ou  tensions  et  les  forces 
accélératrices.  Si,  pour  flxer  les  idées,  on  désigne  par  x,  y,  z  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  quelconque;  par  p  la  densité  d'un 
corps  au  point  (^,  r,  r.);  par  p',  p",  p'"  les  pressions  ou  tensions  que 
supportent  en  ce  point  et  du  côté  des  coordonnées  positives  trois  plans 
respectivement  perpendiculaires  aux  axes  coordonnés;  par  A,  F,  E; 
F,  B,  D;  E,  D,  C  les  projections  algébriques  des  pressions/?',  p",  p"  sur 
ces  mêmes  axes;  enfln,  par  X,  Y,  Z  les  projections  algébriques  de  la 
force  accélératrice  appliquée  au  point  (x,y,z)',  les  relations  dont  il 

(')  OEuvrei  de  Cauc/ij,  S.  II,  T.  VU. 
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s'agit  seront  exprimées  par  les  formules 


3tô 


(') 


dx 

dy 

+ 

JE 
dz 

dx 

dy 

+ 

dD 
dz 

p  X  =  o, 


:ï::7  +  777  +  pY  =  o, 


d^       d\)       dC 


dx 


dz 


dans  lesquelles  x,  j,  :;  sont  prises  pour  variables  indépendantes.  Si  les 
diverses  particules  du  corps,  au  lieu  d'offrir  un  état  d'équilibre,  sont 
en  mouvement,  alors,  en  désignant  par  X-,  JJ,  %  les  projections  algé- 
briques de  la  force  accélératrice  qui  serait  capable  de  produire  à  elle 
seule  le  mouvement  effectif  d'une  particule,  et  prenant  x,  j,  :;,  t  pour 
variables  indépendantes,  on  obtiendra,  à  la  place  des  équations  (t), 
celles  qui  suivent  : 


(2) 


/  dk 
l  dx 

1  dx 

f  ^ 
'  dx 


dY       JE    ^ 


dy 


JD 
dz 


-i-pY=piT, 


dD       dC  „  -. 

^ h  -; h  p  Z  =  p  S). 

dy        dz        ^ 


Enfin,  si  l'on  nomme  E,  •/],  C  les  déplacements  de  la  particule  qui,  au 
bout  d'un  temps  t,  coïncide  avec  le  point  {x.y^z),  mesurés  parallè- 
lement aux  axes  coordonnés,  on  trouvera,  en  supposant  ces  déplace- 
ments très  petits. 


ïï  = 


d'-n 


3b  = 


d^X 


dt-  '  dt^ 

et,  par  conséquent,  les  équations  (2)  deviendront 


(3; 


JA 
dx 

JF 
dx 

JE 
\  dx 


JF       JE 

Ty-^Tz^^^ 


JB       JD 
dy        dz 


oY 


J^i 
dC" 


JD 

ày 


JG        „         J'-ç 


dz 


dt- 
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Les  formules  (i),  (2),  (3)  sont  les  véritables  équations  d'équilibre  ou 
de  mouvement  intérieur  des  corps  considérés  comme  des  masses  con- 
tinues; et  pour  en  déduire,  par  exemple,  les  lois  de  l'équilibre  ou  du 
mouvement  des  corps  solides  élastiques,  il  suffit  de  chercher  comment, 
dans  ces  derniers,  les  pressions  ou  tensions  A,  B,  C,  D,  E,  F  doivent 
s'exprimer  à  l'aide  des  déplacements  H,  y],  t.  Nous  ferons,  à  ce  sujet, 
les  remarques  suivantes. 

Soient,  au  bout  du  temps  t,  a,  ^,  y  les  angles  que  forme  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives  une  droite  menée  par  le  point  (oc, y,  z), 
et  représentons  par  i  la  dilatation  ou  condensation  linéaire  t,  mesurée 
suivant  cette  droite.  On  aura,  en  supposant  que  les  déplacements  H,  ■/], 
'C  soient  très  petits, 

l  £  = -.— cos-a-+- -r- cos-s5  + -r  cos^y 
\  ax  âv  âz  ' 

(4)    < 

[dn       <K\       ^  (  ÔX       dl\  fdt       df)\  o 

\       -^\ô^.^Ty)  ^^'^^^'7  +  [ô:^.  +  ^)  cosy  cosa  +  (^^  +  _  j  cos«  cos^. 

Donc,  le  système  des  dilatations  ou  condensations  linéaires,  mesurées 
dans  toutes  les  directions  possibles  autour  du  point  (œ,Y,:-),  sera 
complètement  déterminé,  lorsqu'on  connaîtra  les  valeurs  des  six  quan- 
tités 

(•^) 

qui,  dans  la  formule  (4)»  servent  de  coefficients  aux  carrés  et  aux  pro- 
duits des  cosinus  des  angles  a,  fl,  y.  Cela  posé,  admettons,  comme  nous 
l'avons  déjà  fait  dans  le  IIP  Volume  (p.  167)  ('),  que,  dans  un  corps 
élastique,  la  pression  ou  tension  exercée  contre  un  plan  passant  par  un 
point  donné  (^,  r,  z)  dépende  uniquement  des  condensations  ou  dila- 
tations linéaires  autour  de  ce  point,  en  sorte  que,  le  système  de  ces 
condensations  ou  dilatations  étant  connu,  on  puisse  en  déduire  le  sys- 
tème entier  des  pressions  ou  tensions  exercées  contre  les  divers  plans 

(1)  OEuvres  de  Cauchj,  S.  II,  T.  VIII,  p.  204. 


àl 

On 

ÔX 

On       0: 

^       01^ 

01 

On 

ôx 

à}' 

Tz' 

Tz-^ô}' 

Ox       âz 

o.y~ 

ax 
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qui  renferment  le  point  {^,y,  ^)  (')•  I^cs  pressions  ou  tensions 

(6)  A,     B,     C,     I),     E,     F 

devront  être  des  fonctions  des  seules  quantités 


-^, 

dr] 

<?: 

dn       d: 

d^        dl 

de        dr\ 

- 

! ) 

-—  -] -1 

.-5.  _| 

dx 

dy' 

dz' 

dz  ^  dy 

dx        dz 

dy       dx 

et  même  des  fonctions  linéaires,  si,  en  considérant  les  quantités  dont 
il  s'agit  comme  infiniment  petites  du  premier  ordre,  on  néglige,  dans 
les  développements  de  A,  B,  C,  D,  E,  F,  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  ces  quantités,  les  infiniment  petits  du  second  ordre  et  des 
ordres  supérieurs.  Donc  alors,  en  admettant  que  les  pressions  s'éva- 
nouissent dans  l'état  naturel,  on  trouvera 

/    .  d\  dn  dX  /dr,        d^" 

A  =;  ai  -^—  +  a,  -T — h  a,  -r — i-  a^ 


dx    '   "' dy   '   '''dz    '   ^''\dz    '    dy) 

/NI)      1    ^^       u  (ff^       i    àK       ,    fdn       d^ 
(7)    <«  =  b,^  +  b.^.+b,^.+l^jj  +  ^ 

f  ,,  àl,  an  <*Ç  /dn       di  , 

/'  ,   d^        ,   dn  d^        ,  /'dn       d'C, 


dl  dn  dt  (dn       di 

di^^'Ty^''^T=^^\T=^ry 


(8)    {  E  =  e,3^ +  62— .  4-e3;T^  4-e4 


d:      di\ 

dx        dz/ 

(àl        àrA 

d-x-^Ji)-^''^ 

fdl  ^dn\ 
[dy  ^'dxj' 

dK        dl\ 

(àl       d-n\ 

\Ty^^y 

ê-i)-'« 

fdl  ^  dn\^ 
[dy  "^  dxj' 

à^^         dl  \            , 
dJ--^d}.)^'^^ 

^  dl  _^à-n\^ 
\dy        dx  j' 

dx^  dz)^^'\ 

^dl       d'n\ 
V  dy       dx  )  ' 

L^      i.    àl       „    dn       ,.   dX      f   fdn       d^\ 

.^='<di^''dy^''dE-^<^[r.^à^)^'' 

a,,  b,,  (',,  d,,  ao,  h.,,  ...  étant  des  coefficients  qui  seront  déterminés 
en  chaque  point  du  corps,  mais  pourront  varier  avec  x,  y,  z-.  Les 
équations  (7)  et  (8)  coïncident  avec  celles  qu(»  M.  Poisson  a  données 

(•)  Nous  avons  indiqué  ce  principe,  dans  le  III''  Volume  des  Exercices,  comme  propre 
à  fournir  les  équations  d'équilibre  ou  de  mouvement  intérieur  d'un  corps  solide  dont 
l'élasticité  reste  la  môme  en  tous  sens;  mais  rien  n'empêche  d'étendre  lo  même  principe 
au  cas  où  l'élasticité  varie  dans  lo  passage  d'une  direction  à  une  autre. 

oiùivres  f/<'  r.  -  s.  n,  t.  IX.  44 
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dans  son  dernier  Mémoire  sur  les  corps  élastiques  (').  Chacune  de  ces 
équations,  prise  à  part,  est  de  la  même  forme  que  l'une  des  équa- 
tions (5),  (G)  des  pages  lo  et  ii  du  présent  Volume,  et  renferme  six 
coefficients  dépendants  de  la  nature  du  corps.  Mais  il  n'arrive  plus  ici, 
comme  pour  les  équations  (5),  (G)  des  pages  lo  et  1 1,  que  quelques- 
uns  des  coefficients  qui  servent  à  déterminer  la  pression  A  soient 
égaux  à  quelques-uns  de  ceux  qui  servent  à  déterminer  chacune  des 
autres  pressions  B,  C,  D,  E,  F;  et  les  trente-six  coefficients  a,,  b,, 
c,,  d,,  e,,  f,,  âo,  h.,,  c.,,  ...  sont  tous  distincts  les  uns  des  autres. 

Si  l'élasticité  du  corps  redevient  la  même  en  tous  sens,  les  équa- 
tions (7),  (8)  se  réduiront  à  celles  que  j'ai  données  dans  le  IIP  Volume 
[p.  210  (')].  Alors,  en  effet,  comme  je  l'ai  déjà  remarqué  [IIP  Volume, 
p.  1G7  (•')],  trois  directions  perpendiculaires  entre  elles  devront,  en 
chaque  point  du  corps  élastique,  correspondre  simultanément  aux 
trois  pressions  ou  tensions  principales  et  aux  trois  condensations  ou 
dilatations  principales.  De  plus,  si  l'on  nomme  i',  z",  i"  les  dilatations 
ou  condensations  principales,  et  c?',  u",  ct'"  les  tensions  principales 
prises  avec  le  signe  -+-,  ou  les  pressions  principales  prises  avec  le 
signe  —,  V5',  ct",  ct'"  seront  des  fonctions  de  i\  i",  i'",  qui  devront  con- 
server les  mêmes  formes  quand  on  échangera  entre  eux  les  axes  des  œ. 


(1)  Pour  établir  les  formules  (7)  et  (8)  qu'il  regarde  comme  applicables  aux  corps 
solides  élastiques,  dont  les  molécules  sont  très  peu  écartées  des  positions  qu'elles  occu- 
paient dans  Fctat  naturel,  M.  Poisson  part  de  ce  principe,  que  les  pressions  A,  B,  C,  D. 
E,  F,  relatives  au  point  (.r,  jk,  2),  dépendent  uniquement  des  déplacements  relatifs  des 
molécules  dans  le  voisinage  de  ce  point  et,  par  conséquent,  des  neuf  quantités 


à\ 

à\ 

à\ 

à-n 

àr, 

àr, 

à'. 

àZ 

à'.. 

dï' 

^' 

dz' 

àv' 

^' 

^' 

ûTr' 

à}' 

àz' 

puis,  en  considérant  ces  quantités  comme  infiniment  petites  du  premier  ordre,  et  négli- 
geant les  infiniment  petits  du  second  ordre,  il  réduit  les  valeurs  de  A,  B,  C,-  D,  E,  F  à 
des  fonctions  linéaires  des  quantités  dont  il  s'agit.  Enfin,  il  ramène  ces  fonctions  à  la 
forme  sous  laquelle  elles  se  présentent  dans  les  équations  (7),  (8),  en  admettant  que  les 
pressions  s'évanouissent  dans  l'état  naturel  du  corps,  et  en  observant  que  cet  état  con- 
tinue de  subsister,  quand  on  imprime  à  tous  les  points  un  mouvement  commun  de  rota- 
tion autour  de  l'un  des  axes  coordonnés. 

(2)  OEuvrex  de  Cnucliy,  S.  II,  T.  VIII,  p.  25o. 

{^)  IhicL,  p.  204. 
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y,  z.  Ces  mêmes  fonctions  deviendront  linéaires,  si,  en  considérant  les 
(jnantités  £',  £",  i"  comme  infiniment  petites  du  premier  ordre,  on 
néglige,  dans  les  développements  des  pressions,  les  infiniment  petits 
des  ordres  supérieurs;  et  alors,  en  supposant  les  pressions  nulles  dans 
l'état  naturel,  on  aura  nécessairement 


(9) 


cj'  — Il£'+Kc"+K£"', 
în"=K.c'-+-H£"+K£"', 


H,  K  désignant  deux  coelficients  qui  pourront  varier  avec  x,  y,  z.  Si 
maintenant  on  fait,  pour  abréger. 


(10) 


■J  =:  £ 


u  représentera  la  dilatation  ou  condensation  du  volume,  et,  en  posant 

d'ailleurs 

Â  -  H  -  K, 

on  réduira  les  équations  (9)  aux  formules  (74)  de  la  jiage  179  du 
IIP  Volume  ('),  c'est-à-dire  à 

(II)  cî'=A-£'+K-j,        ct"=A-£"+K-j,        m"'-^A-c"'-hK-j. 

Enfin,  en  raisonnant  comme  dans  le  IIP  Volume  [p.  177  et  suiv.  (^)], 
on  déduira  des  formules  (r  t)  les  valeurs  générales  de  A,  R,  C,  D,  E,  F, 
savoir 


(12) 


(,3)      ...:1.(|^ 


Kj,  R:=A-^-+-Ku, 

c/y 
âv/  2      \()j:        dz 


C  =  AP  +Ku, 
oz 

~  2  ' \dy 


dx 


et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (i)  ou  (3),  on  obtien- 
dra des  équations  propres  à  déterminer  l'équilibre  ou  le  mouvement 
des  corps  élastiques  dont  l'élasticité  reste  la  même  dans  tous  les  sens. 
Or  ces  équations,  qui  renferment  deux  coefficients  X-,  K  dépendants  de 
la  nature  du  corps,  sont  précisément  les  formules  (72),  (73)  de  la 

(  «  )  OEuvres  de  Caucliy,  S.  II.  T.  VIII.  p.  ^.i;. 
(  -)  IbicL,  p.  '21,5. 
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page  179  du  m*'  Volume  (').  P]lles  comprennent,  comme  cas  particu- 
liers, d'autres  équations  qui  renferment  un  seul  coefficient,  savoir, 
celles  que  l'on  trouve  dans  un  Mémoire  de  M.  Navier,  présenté  à  l'Aca- 
démie le  i4  mai  1821,  et  dans  le  premier  Mémoire  de  M.  Poisson  sur 
les  corps  élastiques,  et  celles  que  j'avais  données  moi-même  dans  le 
Mémoire  présenté  à  l'Académie  le  3o  septembre  1822. 

On  ne  doit  pas  oublier  que,  pour  établir  les  équations  (7),  (8),  (12), 
(i3),  nous  avons  considéré  les  corps  élastiques  comme  des  masses 
continues.  Si  on  les  regarde  comme  des  systèmes  de  points  matériels 
qui  s'attirent  ou  se  repoussent  à  de  très  petites  distances,  les  équa- 
tions (7),  (8),  (12),  (i3)  ne  changeront  pas  de  forme.  Seulement  les 
trente-six  coefficients  renfermés  dans  les  équations  (7),  (8)  se  rédui- 
ront aux  quinze  coefficients  que  comprennent  les  formules  (5),  (6) 
des  pages  10  et  11,  et  les  deux  coefficients,  renfermés  dans  les  équa- 
tions (12),  (i3)  seront  liés  l'un  à  l'autre  par  la  condition 

(l4)  k^2K, 

en  sorte  que  les  équations  (12),  (i3)  se  réduiront  aux  formules  (48) 
de  la  page  229  du  III^  Volume  (^).  Or  ce  qui  pourrait  faire  croire  que 
dans  la  théorie  des  corps  élastiques  il  convient  d'opérer  les  diverses 
réductions  dont  nous  venons  de  parler,  c'est  que  les  expériences  faites 
sur  des  corps  dont  l'élasticité  reste  à  peu  près  la  même  en  tous  sens 
paraissent  s'accorder  spécialement  avec  les  formules  qu'on  obtient 
quand  on  suppose  vérifiée  la  condition  (i4)- 

Nous  allons  maintenant  rechercher  les  formules  qui  devront  rem- 
placer les  équations  (7),  (8),  si  l'on  considère  un  corps  élastique  pas- 
sant d'un  état  dans  lequel  les  pressions  ne  seraient  pas  nulles  à  un 
second  état  distinct  du  premier.  Pour  y  parvenir,  nous  suivrons  une 
méthode  semblable  à  celle  dont  M.  Poisson  s'est  servi  pour  établir  les 
formules  (7),  (8),  et  nous  supposerons  que  les  pressions  A,  B,  C,  D, 
E,  F,  relatives  au  second  état  du  corps  élastique,  dépendent  en  chaque 

C)  OEuvres  de  Couchv,  S.  II,  T.  VIII,  p.  217. 
(2j  Ibid.,  p.  y.70. 
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point  {x,y,z)  des  déplacements  relatifs  des  particules  situées  dans  le 
voisinage  de  ce  même  point.  Or,  si  l'on  désigne  toujours  par  ^,  y],  *(  ces 
déplacements  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés  dans  le  pas- 
sage du  premier  état  au  second,  les  déplacements  relatifs  de  la  parti- 
cule qui  coïncide  dans  le  second  état  avec  le  point 

par  rapport  à  la  particule  qui  coïncide  avec  le  point  (^,  y,  z),  seront 

les  trois  quantités 

A£,     Ar/,     AC. 

D'ailleurs,  si  l'on  nomme  r  le  rayon  vecteur  mené  du  point  (.T,y,z-) 
au  point  (x  +  Ix,  y  -+-  Ay,  :;  +  Az),  et  a,  ^,  y  les  angles  formés  par  ce 
rayon  vecteur  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  on  aura 

(i5)  Ajczzz  r  cosa,         Aj  =  /-cos[3,         A3~/'cosy; 

et  les  trois  quantités  Aç,  Ay],  A'C  seront,  dans  le  voisinage  du  point 
(x,  y,  z),  sensiblement  déterminées  par  les  formules 


A; 

^^   A 

=  3^  Aj"  -h 

àl    A 

dz 

=  r 

\dx 

CCS  a  4- 

ày 

cosj3  4- 

àB, 
dz 

CCS 

7 

A-r) 

df] 
ox 

pAz 
dz 

=  /• 

(an 
\dx 

cosa  -t- 

an 

ày' 

cos(3  + 

dn 
dz 

ces 

7 

AC 

—  -T      •i.x-  -r- 

ax 

à  y 

dz 

-r 

\dx 

cosa  -H 

ày 

cos(3  -1- 

dK 
dz 

ces 

7 

Donc  les  déplacements  relatifs  des  diverses  molécules  dans  le  voisinage 
du  j)oint  (.r,  y,  z)  dépendront  principalement  des  neuf  quantités 

àlàldlfhdindrifKd^d^ 
dx     dy       dz       dx       dy       dz  '     dx       dy  '     ^3  ' 

qui  serviront  de  coefficients  aux  cosinus  des  angles  a,  ^,  y  dans  les 

valeurs  des  rapports 

Al      An      AC 

- — ■  )     —  )     —  • 

r  r  r 

Donc,  en  adoptant  l'hypotlièse  ci-dessus  mentionnée,  on  devra  re- 
garder les  pressions  A,  B,  G,  D,  E,  F  comme  des  fonctions  de  ces  six 
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quantités.  Enfin,  si,  en  considérant  ces  quantités  comme  infiniment 
petites  (lu  premier  ordre,  on  néglige  dans  les  développements  des 
pressions  A,  B,  C,  D,  E,  F  les  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur 
au  premier,  les  fonctions  dont  il  s'agit  seront  remplacées  par  des  fonc- 
tions linéaires,  en  sorte  qu'on  pourra  supposer 


('7) 


(.8) 


'- 

=  0  +  a 

de,           dn 
ô.v          dy 

dX          [dn       dX\          [dK      dl\          { dl      On\ 
''■■^ô-z^''\Tz^Ty)-^''-\-rx^tr'\Ty-^rx) 

[dn       d^\          [d^      dl\          [dl      On\ 
.        -^'\-ô^.~Tyr-'^[Tx-ô-z)^''\Ty-ô:r) 

H: 

/ 

=  b  +  I) 

ôl       .    dn 
âa-           ôy 

'^^•i-K^-|)-^g-i)-H^-Ë) 

\ 

é 

-<^-|)-«(i-i)-^»(|-Ë) 

C: 

i 

=  f  +  c 

âl          On 
ôx        '  ôy 

ox          [On      0X\          [0^:      Ol\          [01      dn\ 

[dn       dX\          [  dX      dc\          [  dS,      dn\ 
^'id-z-d-yj-^'id-x-d-zj^'-id^-rx) 

1    D 

=  b  +  d 

di       ^  dn 

7-  +  d,  ^  + 
Ox           Oy 

,  dt:       ,  [dn       di:\       ^  [dX      dz\       ,  [ dl      dn\ 

,    ,  [dn      dX\       ,  [d:      dl\       ,  [di      dn\ 
^^irz-ry)-^''id-x~rz)-^''id-y-7^) 

=  c  +  e 

dl        ^   dn 
dx         ^  dy 

dK          [dn      dX\         [di:      dl\          [dl      dn\ 

'■^d-z^'\di-^rr)-^'id:^-^d-z)-^'ify-^d:?) 

^ 

[dn      dt:\          [dX      dl\         [dl      dn\ 

-^'^[d-z-d})^'id-x~fz)^'idj-d7.) 

F 

1 

=  f  +  f 

di        „  On 

-^  +     f  2   3-  + 

Ox           dy 

^■^dz^  ^'[dz^OyJ^  ^'[Ox^oz)-^  ^'^[dy'^ox) 

,.[dn      dK\         fd:      dl\         (dl      dn\ 

^  ^^\dz-d[^)-^  ^«V^-j:-;-^  ^^[d^-jr) 

Pour  découvrir  les  relations  qui  peuvent  exister  entre  les  soixante 
coefficients  que  renferment  ces  dernières  formules,  il  suffit  d'observer 
que  le  premier  état  du  corps  continuera  de  subsister,  si,  dans  le  pas- 
sage du  premier  état  au  second,  on  a  déplacé  tous  les  points,  en  les 
faisant  tourner  simultanément  autour  de  l'un  des  axes  coordonnés. 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que,  dans  le  passage  du  premier  état 
au  second,  le  corps  ait  tourné  autour  de  l'axe  des  z\  et  soient,  dans  le 
second  état  du  corps  t,  t  les  coordonnées  polaires  du  point  {x,y,z) 
projeté  sur  le  plan  des  x,  y,  en  sorte  qu'on  ait 

(19)  j7  =  tcosT,         vn^tsinr. 

Désignons  d'ailleurs  par  i  l'accroissement  qu'a  reçu  l'angle  z  dans  le 
passage  du  premier  état  au  second.  On  aura  évidemment 

(  ç  =  t  cosr  —  t  cos(t  —  i)z::^  x{\  —  cos/)  —  y  sin«, 

(20)  .  ... 
(  Y]  r=  V  sinr  —  t  sin(T  —  0  ^  J'('  -  cosO  +  j?  sint, 

puis  on  en  conclura,  en  considérant  i  comme  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre,  et  négligeant  les  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur 
au  premier, 

(21)  ^  r-  —  iy,  1)  ■=■  ix. 

D'autre  part,  les  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  E,  F  relatives  au  premier  état 
du  corps,  ou  celles  qu'on  déduit  des  formules  (17),  (18),  en  rempla- 
çant \y  •/],  'C  par  zéro,  savoir 

1»,     b,     c,     ^,     c,     f, 

devront  coïncider  avec  celles  qu'on  obtient  dans  le  second  état  du 
corps,  lorsque,  aux  axes  rectangulaires  des  x,y,  on  substitue  de  nou- 
veaux axes  coordonnés  qui  forment  avec  le  demi-axe  des  x  positifs 
les  angles  «  et  -  h-  i.  Il  en  résulte  immédiatement  que  les  formules  (7), 
(8)  de  la  page  43,  et  les  formules  (i3),  (i4)  de  la  page  44»  subsiste- 
ront si  l'on  y  remplace  les  pressions  ,.1,,  ni),  s,  (t),  C,  i  par  0,  b,  c,  ^,  e,  f, 
pourvu  que  l'on  y  pose  en  même  temps 

«1  —  f ,  otj  — -  —  -|-  f,  aj  —  —  > 

(23)  ji^«  =  I-''  P*-^^'  (^^=1' 

f  K  TT 

7,=-.-,  y2=-'  73^-0, 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/  cosai=cos/,         cosa2=  —  sini,         cosoc^=^o, 

(23)  <  cos[3i=:sini,         cos[32=  cosi,  cos(3.j  =  o, 
(  cosy,  =  o,             cosy2  =  o>                 cos 5/3=1. 

On  trouvera,  en  conséquence,  ^ 

/  A  =  a  cos^/+  b  sin^f  —  2f  sin^  cosf, 

(24)  <   B  =  a  sin^f  +  bcos^i  +  2f  sint  cos/, 
(C  =  f, 

/  D  =  b  cosi  -+-  c  sin  i, 

(25)  <  E  :=— î>  sini  +  c  cosf, 

(  F==:  (a  —  b)  sinf  cosi  +  ({cos-i—  sin^<)  ; 

puis  on  en  conclura,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre, 

(  26  )  A  =  a  —  2  if,       B  —  b  +  2  a,       C  =  c, 

(27)  |)  =  b  +  ù-,         E  =  c  —  ii,         F  =  f+f(o  — b). 

D'ailleurs  on  tirera  des  équations  (17),  (18),  réunies  aux  formules  (21), 

(28)  A  =  a  — 2^39,         B=.b  — 2fb9,         C=:r  — 2/C9, 

(29)  l)  =  i  —  2idg,         E  =  f— 2^69,         F=:f— 2tT9; 

et,  comme  ces  dernières  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  E,  F  devront  s'accorder 
avec  celles  que  fournissent  les  équations  (26),  (27),  on  aura  nécessai- 
rement 

(30)  ■  39  =  f,  b9=  — f,         C9=o, 

(3i)  d9  =  -'c,         e9=ib,  f9=i(b-a). 

On  trouvera  de  même  :  i"  en  supposant  que,  dans  le  passage  du  pre- 
mier état  au  second,  le  corps  ait  tourné  autour  de  l'axe  des  y, 

(32)  agnr—  r,  l)s— O,  C»  =  f , 

(33)  d,=  ^f,  e,=  J(a-f),         f,  =  -li>; 
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2"  en  supposant  que,  dans  le  passage  du  premier  état  au  second,  le 
corps  ait  tourné  autour  de  l'axe  des^, 

(34)  a7=o,  b7  =  î.,  c,=:-^, 

(35)  d:=|(c-b),         e,  =  -if,        f,=  ic. 

En  vertu  des  formules  (3o),  (3i),  (32),  (33),  (34),  (35),  les  coeffi- 
cients compris  dans  les  équations  (17),  (18)  se  réduiront  à  quarante- 
deux,  et  ces  équations  deviendront  respectivement 

!  \0z       ôx)         \dy       dx  ) 

dl  on  dX  [à-n      ()X\^fdK  ^dl\  (dl      dn\ 


(36) 


«--(:;s-l)-(:ë-i) 


^='-^'W~r.)-^'\d-x-Tz 


«  =  ^-Hc-^)(g-|) 


On       dK\      ^cfàl  _0^\_^Jàl_ôn 
<)z       dx)       ^    \dy       dx 


(3;) 


E 


dl  an  âX  ,       f^-^  ^àK\^^  {à:di\  fdl      On\ 

.  dl    ,    .dn       ,dK   ,    ,  fà-n  ^à^\  ^  .  { ô^,      dl\  (0^      àn\ 

\      ^^^dx^^^d^-^^^T.-^^^[r.-^<ry)-^^''\ô^-^ô-.)-^^^[ô^-^ôi): 

Ajoutons  que,  si  le  premier  état  du  corps  est  un  état  d'équilibre,  dans 
lequel  les  forces  accélératrices  soient  nulles,  les  pressions  a,  b,  c,  î», 

OEuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  IX.  4^ 
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e,  f,  relatives  à  cet  état,  devront  vérifier  les  conditions 

/   âa         di        de 
I  ox'       ôy       oz 

/oQx  I   di        ô\i        ai 

(•ÎO)  <-—  +   —   +—-   =0, 

1  ox       Oy       oz 

f   dt       âif        ôt 

\  ojo       Oy       Oz 

que  l'on  déduit  des  équations  (i)  en  y  remplaçant  A,  B,  C,  D,  E,  F  par 
fl,  b,  c,  tr,  î,  f,  et  X,  Y,  Z  par  zéro.  On  peut  remarquer  d'ailleurs  que 
ces  conditions  seront  toujours  remplies,  lorsque  les  pressions  a,  b,  c, 
l>,  e,  f  relatives  au  premier  état  du  corps  se  réduiront  à  des  quantités 
constantes,  c'est-à-dire,  indépendantes  de  la  position  du  point  (^,  y,  ^). 
Il  est  bon  d'observer  que  les  équations  (36),  (87)  comprennent, 
comme  cas  particuliers,  les  formules  qui  se  trouvent  inscrites  sous  les 
mêmes  numéros,  aux  pages  172,  173,  et  qui  se  déduisent  de  ces  équa- 
tions lorsqu'on  pose 

a,=  a  +a,        b,— f  _  b,      c,=  e— r,      d,=  u -- b,  e,=:  v,  fi=  w, 

a,=  f— a,        bj— b+b,       C2=d— r,       d^^:  u',  e^^v'— f,  fj^  w', 


3:,=  e 


a,        1)3=  d  —  b,       C3=  c  +  r,       d3=  u",  63=  v',  f^^  vv"—  f, 


(3q)/a4—  u,  bv— u'  +  b,        C4=:u"  +  b,        di=r:d  + -^ti,         etr=w"+-,        f;=v'-h- 

aj-v+f,        bs=v',  C5=w''+f,      d5=w''-+--,  e5=e  +  ^^t_",    f  —  ^  _|_  ^ 

2  22 

2  2  ? 

Ainsi  les  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  E,  F,  déterminées  généralement  par 
les  formules  (36),  (87),  conservent  les  mêmes  formes,  quand,  au  lieu 
de  considérer  les  corps  comme  des  masses  continues,  on  les  regarde 
comme  des  systèmes  de  points  matériels  qui  s'attirent  ou  qui  se  re- 
poussent à  de  très  petites  distances.  Seulement,  les  quarante-deux 
coefficients  renfermés  dans  les  équations  dont  il  s'agit  se  réduisent 


2 

r  -4-  0 

3 

n  4-  b 
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alors  à  vingt  et  un,  et  vérifient  les  conditions 

bj  +  b  =  Cj  4-  f  =  04  — 
(4o)  ^  c, -T- r  =  834- û  =  e5  — 
(  a,  +  0  =  bi  H-  b  =  fg  — 

'     -  2 

.   cl,  +  î>  =  a4=:eG— iî>  =  f5— ^î»,        (l,+  i«  =  b4,        (I3  4- l«  =  C4, 
(4i)   ',  e,  4-r=:a5,        e.2+ c  ^h,=  {,-~  \c,        d6=  ^,         e3  4-f  =  r5, 
ff,  4-f  =  a6,        f,  4-f:-b6,        (,-hi=c,^d,-\{-e,-\ï. 

Soient  maintenant 

(42)  =.1.,     iti-,     3,     Ot),     »L',     ri 

ce  que  deviennent  les  pressions  A,  B,  C,  D,  E,  F  lorsque,  dans  le  se- 
cond état  du  corps,  on  fait  tourner  les  axes  coordonnés  des  a-  et  y 
autour  de  l'origine,  de  manière  à  substituer  au  demi-axe  des  x  posi- 
tives celui  qui,  partant  de  l'origine,  se  dirige  vers  le  point  correspon- 
dant aux  coordonnées  x,  y.  Supposons  d'ailleurs  que  l'on  désigne 
toujours  part  et  t  les  coordonnées  polaires  de  ce  dernier  point,  a  ^  ^, 
C;  ^,  iii>,  (D;  C,  ad,  G  seront  les  projections  algébriques  sur  les  nouveaux 
axes  coordonnés  des  pressions  ou  tensions  que  supportent  dans  le 
second  état  du  corps  trois  plans  menés  par  le  point  (^,  v,  -)»  et  per- 
pendiculaires, le  premier  au  rayon  vecteur  t,  le  troisième  à  l'axe  des  :;, 
le  deuxième  à  la  droite  d'intersection  du  premier  et  du  troisième.  Or 
ces  nouvelles  pressions  ou  tensions  seront  évidemment  liées  aux  pres- 
sions ou  tensions  A,  B,  C,  D,  E,  F  par  les  formules  qu'on  obtient 
lorsque,  dans  les  équations  (2^j),  (25),  on  remplace  l'angle  /  par 
l'angle  t,  et  a,  b,  c,  \>,  e,  f  par  .1,,  oïl,  c,  (O,  c,  ^;  de  sorte  qu'on  aura 

l  A  —  cfl>cos*T4-  il\>  sin^T  —  2cf  sinrcosT, 

(43)  <  B=:  Jl,  sin'T4-^lî>cos^T4- 2.fsin-cosT, 

(  C:=e; 

/  D=      (DcosT  4- <J^  sinr, 

(44)  I  E  =  —  (D  s'inz  4-  C  cosr, 

(  F  =(JU  —  i)l))sinTCOS7  4-#(cos*T  — sin*r),    . 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

cHo  +  \lî>        ..l,  —  1)!, 


2  2 


C0S2T  — e)-  Sin2T, 


(45)  (  oX  +  iiî,       .,1,  — i)J,  . 

i    D= C0S2T  +  rî  Sin2T, 

i  2  2 

'  C  =  S* 

D=      CD  cosr+ C  sinr, 
E  = —  dt)  sinr  -h  C  cost, 


(46) 


„       0.1)  —  ilî)    . 

*    =  Sin  2  T  +  .f  COS  2  T. 


Ajoutons  que  des  formules  (45)  et  (46)  on  tirera 

(47)  A  +  B  =  .l>  +  Db,        A  — B  =  (.l,  — Dî,)cos2T  — 2.fsin2T 

et,  par  suite, 

i    ,       A+B       A-B 

1     ci.  := 1 C0S2T  +  Fsin2T, 

I  2  2  ' 

(48)  i  A  +  B       A-B  ^   . 

i   T»  = C0S2T  —  t  Sin2T, 

12  2 

(D  =  D  COST  —  E  sinr, 
(C  =  D  sinr  +  E  cost, 

A-B    . 

J'  = sin2T  +  rcos2r. 


(49) 


Désignons  à  présent  paryV  et  par  i  les  accroissements  que  reçoivent 
le  rayon  vecteur  t  et  l'angle  t,  tandis  que  le  corps  passe  du  premier 
état  au  second.  On  aura 


(5o) 


l  z=z  tcosT  —  t(i  —  y)  cos(t  —  i), 
■0^=1  sinr  —  t{i  — y)  sin(T  —  i); 


puis  on  en  conclura,  en  considérant  les  quantités  i,  j  comme  infini- 
ment petites  du  premier  ordre,  et  négligeant  les  infiniment  petits  d'un 
ordre  supérieur  au  premier, 

(5f)  ^  =— f't  sinT  +  yt  COST,         vj  = /t  cosr -i-yt  sinr 
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OU,  co  qui  revient  au  même, 

(52)  l  —  —iy^jx,        f]z=ix-\-jy. 

D'autre  part,  en  considérant  t^  et  t  comme  des  fonctions  de  x,  j,  on 
trouvera,  eu  égard  aux  formules  (19), 

(53)  t2=^2_^j2,         tangT  — ^- 


X 


et,  par  suite, 

,  ,        X  dy  —  Y  dx 

(54)  %  d-c  =.  X  dx -\- y  dy ,         dx^ 


x^-+-y' 


OU,  ce  qui  revient  au  même. 


,        cosTdv  —  simdx 

(55)  dx.=zcoszdx -\- sinrdy,         dz  = —^ 

On  aura  donc 

(56)  3-i=cosT,  -r-=smT,         -y- = sinT,         ;^  =  -cost; 

^     ^      dx                        dy  Ox           t                  dy       t 

et,  si  l'on  suppose  i,  y,  ^  immédiatement  exprimés  en  fonctions  de  t,  t 
et  :;,  on  trouvera  encore 

!di       dî                I  di   .  ai        ai    .            i  di 

ôx       ô-c               t  dr  dy       dr.               t  dz 

'   di       di     ,         I  df    .  dj        dj   .            i  dj 

dx       di-                i  dz  dy       dv                t  dz 

dK      dK              i  dK  .  dK      dK  .       ,    i  dK     ^ 

(o8)            -r^=i-T^cosT ^smr,  -5- = -r- sinr  +  - -t-cost. 

^     '            dx       dt               V  dz  dy       dx,               t  dz 

Cela  posé,  les  formules  (02)  donneront 

dl        .          di           df  dl            .          di           dj 

dx      ''      "^  dx          dx  dy                    dy          dy 
(  59  )            < 

df]  _  .          di           dj  ^^^  _  •          ^           ^. 

'dx~            dx       ^ dx^  dy  ~            dy      "^ dy* 
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et  l'on  conclura  de  ces  dernières,  combinées  avec  les  équations  (19) 
et  (57), 


(60) 

(  âx- 

1   df) 

(   dy 

■       I  fài         d/\        I  r/()i          d/\                   (dj         di\     . 
.       I  (di         à/\        I  r/Oi         ô/\                  /()/         Oi\    . 

-      ; 

Côi~) 

\  à  y 

dn        (dj         âi\                   (ùi         ()/\    . 

V-"  / 

dri                .       ai          ai 
occ                     (J7         ai. 

On  trouvera  d'ailleurs 

/  dl  ai  dj         f      di    .  dj  \ 

\  dz  "  dz  dz  \      dz  dz  j 

(62)  •< 

df]  _      di  di  f  di  dj 


.     —  J^'-p  +  y-T-  =  t      -7-COST  +  -f^  SUIT 

dz  dz       -'  dz  \dz  dz 

Enfin,  si  Ton  substitue  dans  les  équations  (36)  et  (37)  les  valeurs  de 

-^1     ^     i?i     ^      ^i      ^     ^  _^:^      ^1     ^ 

da^       dy       du;       dy       dy       dx  '      dy       dx'     dz^     dz 

tirées  des  formules  (58),  (60),  (61),  (62),  on  obtiendra  de  nouvelles 
valeurs  de  A,  B,  G,  D,  E,  F,  qui,  substituées  elles-mêmes  dans  les  for- 
mules (48),  (49)»  fourniront  le  moyen  d'exprimer  les  pressions  .i,  ail), 
e,  (D,  C,  ê  en  fonctions  des  quantités 

(63)  /,    y,     t,     T, 

et  des  coefficients  différentiels 

If,,.  di       di        di       dj       dj       dj        dX       d'^       d'C, 

^^^^  Jt'      Jz'     Jz'      d.'      d~-'      dl''      dl'      d~r'      dz' 

Si,  après  avoir  obtenu,  comme  on  vient  de  le  dire,  les  valeurs  de  .1,, 
Db,  G,  (D,  C,  §,  exprimées  en  fonctions  des  quantités  (63)  et  (64\  on 
cherche  ce  qu'elles  deviendraient  dans  le  cas  où  l'on  déplacerait,  en  le 
faisant  tourner  autour  de  l'origine,  le  demi-axe  polaire,  à  partir  du- 
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qu{^l  so  comp(e  l'angle  z,  il  suffira  d'observer  que,  en  vertu  d'un  seni- 
hlable  déplacement,  la  variable  t  serait  augmentée  ou  diminuée  d'un(^ 
(juantité  constante.  Donc,  pour  déterminer  les  valeurs  que  prendraient 
:.l,,  ift),  S,  cD,  C,  ci  après  le  déplacement  dont  il  s'agit,  il  suffirait  de  rem- 
placer, dans  les  formules  (58),  (60),  (61),  (G2),  (48)  et  (49)»  l'angle 
T  renfermé  sous  les  signes  sin  et  cos  par  l'angle  T-i-S,  0  désignant  une 
constante  positive  ou  négative.  Or  il  faudrait  évidemment  que  les  va- 
leurs de  A,  ift),  ©,  cO,  C,  i,  ainsi  trouvées,  conservassent  la  même  forme, 
quel  que  fût  l'angle  0,  pour  que  le  corps,  dans  son  premier  état,  put 
être  considéré  comme  offrant  la  même  élasticité  en  tous  sens  autour 
d'un  axe  quelconque  parallèle  ii  l'axe  des  z.  Il  reste  à  examiner  quelles 
sont  les  relations  que  doivent  avoir  entre  eux  les  quarante-deux  coef- 
ficients 

0,         81,         3-2,         83»         ^4»         ^S»         96, 

l  b,     b,,     I),,     bs,     bi,     bj,     be, 

,    -^  ^  !      '»  Cj,  0-2,  C;,,  C4,  C3,  Cg, 

(60)  ' 

b,     d,,     di,     dj,     di,     ds,     de, 

'»      6],       G2,      Gj,      G4,      G5,      Ce, 
S        M»         'îJ         I3»  U»         '5»         '6> 

pour  satisfaire  à  la  condition  que  nous  venons  d'indiquer. 

Afin  de  résoudre  plus  facilement  la  question  dont  il  s'agit,  attri- 
buons d'abord  à  §  la  valeur  particulière  -,  et  supposons,  en  consé- 
quence, que  les  valeurs  de  ^i>,  Dl,  3,  (0,  C,  ^,  déduites  des  formules  (58), 
((3o),  (Gi),  (62),  (3G),  (37),  (48)  et  (49)»  conservent  les  mêmes 
formes,  tandis  qu'on  y  substitue  l'angle  t  -i-  t:  à  l'angle  z.  Il  est  clair 
que,  après  cette  substitution,  les  valeurs  des  quantités 

uj:       ()y       Oy       ujc       Oy       dx 

fournies  par  les  équations  (45),  (4^),  (Go),  (61),  n'auront  pas  changé, 
tandis  que  les  valeurs  des  quantités 

O.v       oy       uz       Oz 
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fournies  par  les  équations  (46),  (58),  (62),  auront  simplement 
changé  de  signe.  Donc  les  formules  (36),  (87)  continueront  de  sub- 
sister lorsqu'on  y  changera  seulement  les  signes  des  quantités  (67). 
Donc  ces  formules  entraîneront  les  suivantes  : 

à^  àf]  âi:  [  dl       ùr\\         ( dl        ùr\\ 

(68)      |B  =  b  +  b,^+b,^+b.î5?+bi|I  +  !|:?Ut(|lî_^V 
j  dx  dy  ôz         \dY       dxj        \dx       dy  ) 

,      ^^  ^   dl    ^       dn  àK         [ dl      an \ 


^dz       dy)        "Xdx      dz)  2     \<)z      dy)'    i\dz      dx)' 

j  \^-       ày)        "Xdx      dz)         2     \dx      dz)      iXdz      dy) 

^-'^^^dx-^^^Ty^  ^^Tz  +  ^\Ty  ^-dx)^-V-\jy-  dJp 


I 


^^  ^^^\    ,    .   f^^    ,    àl\         [dl        d^ 


''='^\d-z'-Ty}^^'\rx^tz)^\fz-^ 


^^"^     <''  =  ''^^Tz-^dj')^''-\Tx^tz 


.fà-n       d^\ 


Tz^d'y)^''-\Tx^Tz)-^\dy-rz)-^\d:.--dl 


,       .   de       ,  an       ^  dK       ,     dl       d-f]\       c  /dl 
l  dx  dy         ^  dz  \dy       dx)       2  \dy 

}  /i^  /îvn  rir  /Ai  A.^\  N     /A^ 


df] 
dx 


,     .  ,   ^   àE  dn  dt:  dl       dn\       ^     dn        dl 

dx  dy  dz  \dy       dx )       2  \dx       dy 


-;-    5 


,  ""-^dz  +  dy)^^\dx  ^  Tz)-  -^\Ty-  Tz)-  -lyTx-  -dz 

Or  les  équations  (70),  (71)  devant  subsister  pour  des  valeurs  quel- 
conques de  \y  Y],  ty  et,  par  conséquent,  pour  des  valeurs  quelconques 
des  quantités 

^,   ^,  ^,   ^_x_^,  ^  +  1^     J|       dr^.  0:i\_iK     àK_di      dl      dn 
dx'   dy'  dz'   dz       dy'  dx      dz'  dy      dx'   dz       dy'  dx      dz'   dy~dx' 
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on  on  conclura  immédiatement 

(72)  34=85=0,         bi^bj^zo,        €4  =  05=0, 

(-3)      b=  (1,=:  d2=fl3=d6=0,  f=rei=  62=63=60=0,  f4=f5=o. 


Concevons  à  présent  que  l'on  attribue  à  §  la  valeur  particulière  -> 
et  supposons  que  les  valeurs  de  X,  i)]>,  G,  (D,  C,  rf  doivent  encore  con- 
server les  mêmes  formesquand  on  substitue  l'angle  c  H —  à  l'angle  z. 

Cette  nouvelle  substitution,  opérée  dans  les  formules  (45),  (4^),  (58), 
(Go),  (61),  (62),  aura  pour  effet  de  changer  les  valeurs  de 

ôK     dt;     â^     dn  dP      dn         01     dn 

(74)    A,  B,  I),       E,       r,        ^.'  ^'  ^'  ^'         dy  +  ^'        â~z'  ô~z 

en  celles  de 

(70)     B,  A,  E,  -D,  -h  -^,  ^,   -,  ^,  _^_  +  _j,  -_,  ^_. 

Donc  les  formules  (68),  (69)  devront  continuer  de  subsister  quand  on 
y  remplacera  les  quantités  (74)  P^r  les  quantités  (75),  et  l'on  aura  né- 
cessairement 

,  ^,    ]  „  <?5  à-n  d',  I ai       drt\       J&n       di,\ 

Or,  ces  dernières  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  E,  F  devant  s'accorder  avec 
celles  que  fournissent  les  formules  (68),  (69),  quels  que  soient  les 

OF.iwrcs  f/c  C.  —  S.  Il,  t.  IX.  46 
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déplacements  ^,  v],  C  on  en  conclura 

(78)  a-=zb,      aii  =  h2,      a2=b,,       aa^bj,       ae  =  — bg,       Ci^rCz,       Cg^o, 

(79)  di=e5,       d5  =  — e^,       f=:o,       f,  =  — f,,       f3:=.o. 

Par  suite,  les  formules  (68),  (69)  pourront  être  réduites  à 

dl  an  ÔK  [  dl       an 

^  +  ^1  ^  +  83  ^  -  as(^^  +  ^^ 


c  —  a  /  ôt]        ()t 


(80)        <(  B  =  a  + aa^T^ +ai -T- +83  ;v^  —  as 


„  /dl       ()n\         ÔK 


2      \dz       âf 
(8.)        ^E=-d3('$  +  ?Ud^^^    .    "^'^^   '    ^-"^^^^        ^' 


(^c        ôyj         *\dx       ôzj  1      \dz       ôx 

^       P  i  dl       à-f]\       p  f  àl       an  \ 


et  l'on  en  tirera 


A  +  B_^  ,    aii-^a^fâl    ,    dn\   ,   „   â^ 


2  -2       \àx       ây  J  à. 

(82) 

'A  —  B a,  —  ^i  f  àl        dn\   ^   ^   f  dl    ,    an 


l  +  ael  -T^ 


âx       dv J  \ày       àx 

Concevons  enfin  que  l'on  attribue  à  0  la  valeur  75  et  supposons  que 

les  valeurs  de  ol>,  ift,  3,  (B,  C,  ^  doivent  encore  conserver  les  mêmes 

formes  quand  on  substitue  l'angle  c  +  -  à  l'angle  t.  Cette  dernière 

substitution,  opérée  dans  les  formules  (45)»  (46),  (4?)'  (5^)»  (60), 
(61),  (62),  aura  pour  effet  de  changer  les  valeurs  de 

(83)  F      ^— ^,     ^  +  ^,     ii  _  ^ 

^  2      ^     dy       dx^     dx       dy 

en  celles  de 
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et  les  valeurs  de 

(^^^  ^'    ^'     àr'     T/    Tz'    Tz 


!n  celles  de 


J)  +  E     E -D     _i_  (ÔK  _  ^\     l_l^,    ^l'\     _L  /^^  _  ^"^     _L  /'-^  +  ^ 


Donc  les  formules  (80),  (81),  (82)  continueront  de  subsister  quand 
on  y  remplacera  les  quantités  (83)  et  (85)  par  les  quantités  (84)  et 
(86),  de  sorte  qu'on  aura 

I       2  \dy       Ox)         \dx       dy) 

(88)  <' 

Pour  faire  coïncider  les  valeurs  précédentes  de  ^ et  F  avec  celles 

que  fournissent  les  équations  (81),  (82),  il  est  nécessaire  d'assujettir 
les  coefficients  — ^,  ao,  f,,  fo  aux  deux  conditions 

(89)  ^i:=^  =  fc,        ae  =  -f,. 

Quant  aux  formules  (88),  elles  s'accordent  avec  les  deux  premières 
des  formules  (81),  quels  que  soient  d'ailleurs  les  coefficients  d^,  dj,  a 
etc. 


(92) 
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En  vertu  des  formules  (89),  les  équations  (80),  (81)  se  réduisent  à 


.  ,  di        dr\  \  fK  f.   dl        p  { di        an 


(90) 


r  l'ai        dfl\  dÇ 


dn       ç  f  ^^       ^^ 


(90 


l  \âz       dyj        \djc       dz  j         2     \^^       dy )^ 


dz        dyj        ^xdx       dz 
o  (  à\       dn\       f  / ^c       dn 


Cela  posé,  les  formules  (48),  (49)  donneront 


dn\ 

-r-      C0S2T 

dyJ 


dy       (?^^'"^"J 


■(93)       i  C 


,    «-of/dn      dn  /d|      dÇ\    .      1 

t-or/dn       dî\    .  /dj       dÇ\  1 


=4(^ 


(?//  \(?^      d^ 


^  =  fi    I  :rz  —  T-.  IC0S2T+  (  -r^  +  —  I  si 


dx      dy) 


dy      dx 
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On  tirera  d'ailleurs  des  équations  (5a),  (60),  (61)  et  (62) 

dl       à-n  .      ai         dj 

(95)  rx^Ty  =  ^'-^d-.^''d^ 


(96) 


dl       âri\  fâl        dn\   .  ai         dj 

dy       dx)  \ôx       dy  J  oz         d^ 


dt  dn  ai  dr\  de,    .  di 

Donc  les  équations  (92),  (qS)  pourront  être  remplacées  par  les  sui- 
vantes : 

/    •      ai         d/\         „  / .        d/\   ,       d:         (dj         di\ 

1  /  di         d/\         p  / .       di\  dK       .  (^'l         ^^\ 

(    .      di         d/\  dK 

\^=^^^'^['J-^Tr-^''d.)-^''Tz'^ 

I  .  f  ai        i  dK\        ,   /  Oj    ,    d^\^c-a  (  di        i  dK 

'   o        .  (   ai        dK\        .  f   ai  ^i  d:\^c-a  (   dj        d\ 


\  '  \dr         dvj  \d-         dt 

Comme  ces  dernières  valeurs  de  J^,  Dl,,  3,  (D,  vC,  ^  ne  changent  pas  de 
forme,  quand  on  remplace  l'angle  ^  par  t  +  5,  S  désignant  une  quan- 
tité constante,  il  en  résulte  que  les  conditions  (72),  (73),  (78),  (79) 
et  (89)  sont  les  seules  auxquelles  il  faille  assujettir  les  quarante-deux 
coefficients  a,  b,  c,  tr,  c,  f;  a,,  b,,  c,,  d,,  e,,  f,;  a.,  b„  ...,  pour  que  le 
corps,  dans  son  premier  état,  puisse  être  considéré  comme  offrant  la 
même  élasticité  en  tous  sens  autour  d'un  axe  quelconque  parallèle  à 
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l'axe  des  z.  Lorsque  ces  conditions  sont  vérifiées,  les  valeurs  des  pres- 
sions 

A,     B,     C,     D,     E,     F 

se  réduisent  à  celles  que  fournissent  les  équations  (90),  (91). 
Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  écrit  dans  ces  équations 

a,     c,     a',     a",     c',     c",     d',     d",     f,     f" 

au  lieu  de 

fl,     c,     a.,     83,     c,,     C3,     di,     d.5,     fi,     fe, 

on  trouvera 

(.00)        n  =  a^a'§+(,V^=r,|^a"|  +  r(|H-^). 

c  =  c  +  c'  -T^  +  c'  -3-  +  c"  --: 
\  oa:  ay  oz 

l  \dz       dyj  \dx       dzj  1      \dz       dy 

Il  est  bon  d'observer  que  les  équations  (90),  (91)  ou  (100)  et  (loi) 
renferment  seulement  dix  coefficients  dépendants  de  la  nature  du 

corps,  savoir 

a,     c,     a',     a",     c',     c",     d',     d",     f,     f". 

Si  l'on  combine  les  formules  (4o),  (4i)  avec  les  conditions  (72), 
(73),  (78),  (79)  et  (89),  on  trouvera 

(102)  a3-f-n  =  c,+  r  — di—  — S  a.,+  a=:f6  — a, 

puis,  en  écrivant  a  et  c  au  lieu  de  a,  c,  et  posant 

(io4)     a3+a  =  C24-c  =  d4—  ?-^^  — d,       a2+a  =  fo-a  =  f,       C3-c  =  k, 


b 
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on  tirera  des  équations  (90),  (91), 

A  =  a  +  (3f+a)|i.  +  (f-a)^  +  (d-a)|, 

(io5)  |B==a  +  (f-a)||-i-(3f+a)g  +  (d-a)|. 

C=c  +  (cl-c)^+(d-c)^  +  (k  +  c)|, 

D  =  (d  +  c)^  +  (d4-a)|^, 

^  ^  dz       ^  dy 

(106)  <  E  =  (d  +  a)|^ +(dH-c)  ^, 

Ces  dernières  formules  ne  renferment  que  cinq  coefficients  dépendants 
de  la  nature  du  corps,  savoir 

a,    c,    d,    f,    k. 

Elles  sont  d'ailleurs  comprises,  comme  cas  particuliers,  dans  les  équa- 
tions (24),  (23)  de  la  page  170,  et  se  déduisent  de  ces  équations 
lorsque,  en  supposant 

(107)  G=:H,        P  =  Q,        L  =  M  =  3R, 

on  prend 

a  =  GA,        cr=IA,        d=:QA,        f  =- RA,        k=:NA. 

11  suit,  du  reste,  des  principes  exposés  dans  le  III^  Volume  (p.  199  et 
201)  (')  que  les  conditions  (107)  sont  précisément  celles  auxquelles 
il  faut  assujettir  les  quantités 

G,     H,    L,    M,     P,    Q,     R, 

pour  que  l'élasticité  du  corps  reste  la  même  en  tous  sens  autour  d'un 
axe  quelconque  parallèle  à  l'axe  des  z. 

Si  l'on  veut  que  le  corps,  dans  son  premier  état,  puisse  être  consi- 
déré comme  offrant  la  même  élasticité  en  tous  sens  autour  d'un  point 

(')  OEuvrcs  (le  Caiic/tj  ,  S.  II,  T.  VIII,  p.  .iSij  et  ?4o. 
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quelconque,  et  par  conséquent  autour  d'un  axe  quelconque  parallèle 
ou  non  parallèle  à  l'axe  des  z,  il  faudra  que  les  valeurs  de  A,  B,  C,  D, 
E,  F,  fournies  par  les  équations  (90),  (91),  ou  (100)  et  (loi),  ne 
changent  pas  de  forme  après  un  échange  opéré  entre  les  axes  des  x, 
y,  z.  Or,  si  l'on  remplace  l'axe  des  r  par  l'axe  des  z,  et  réciproquement, 
on  devra,  dans  les  formules  (100),  (loi),  échanger  entre  elles  les 
quantités  B  et  C,  E  et  F,  y  eiz-,  y]  et  '(.  On  aura  donc,  par  suite. 


dz        Oy  J  \dy       ôx)  1      \dy       dx 

Pour  que  ces  dernières  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  E,  F  s'accordent  avec 
celles  que  fournissent  les  équations  (100),  (loi),  il  suffit  d'assujettir 
les  coefficients 

a,     c,     a',     a",     c',     c",    d',     d",     f,     f" 

aux  conditions 

(iio)     a  =  c,         a'=a"=c',         çJ'^d+iV,        d'=  f",         d"=f'=o. 

Gela  posé,  si  l'on  désigne  par  /  la  valeur  commune  des  deux  quantités 
a,  c,  par  K  la  valeur  commune  des  trois  quantités  a',  a",  c',  et  par  rjt  la 
valeur  commune  des  deux  quantités  d',  f",  on  trouvera,  en  ayant  égard 
à  la  formule  (10), 

ax  dy  dz 
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Les  formules  (m),  (n'^)  pourraient  être  établies  directement  par  la 
méthode  à  l'aide  de  laquelle  nous  avons  obtenu  les  formules  (12)  et 
(i3).  En  supposant  /  constant,  c'est-à-dire  indépendant  de  x,  j,  z,  on 
déduit  de  ces  deux  systèmes  de  formules  les  mêmes  équations  d'équi- 
libre ou  de  mouvement  intérieur  des  corps  élastiques.  Ajoutons  que 
l'on  peut  tirer  les  formules  (m),  (112)  des  équations  (67)  de  la 
page  178  du  Ilf*'  Volume  des  Exercices  ('),  en  posant  dans  ces  équa- 
tions R  =  K'j  +  /. 

(»)  GEuvres  de  Cauchy,  S.  IL  T.  VIII,  p.  21G, 
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SUR  LA  TRANSFORMATION  ET  LA  RÉDUCTION 


D  UNE 


CERTAINE  CLASSE  D'INTÉGRALES. 


Conxidé rations  générales. 


Considérons  une  masse  M  concentrée  sur  une  surface  plane  ou  com- 
prise sous  un  volume  donné.  Si  l'on  rapporte  les  divers  points  de  cette 
surface  ou  de  ce  volume  à  deux  axes  rectangulaires  des  x,  y,  ou  à  trois 
axes  rectangulaires  des  x,  y,  z,  la  masse  M  sera  représentée  par  une 
intégrale  double  ou  triple  relative  aux  variables  x,  y  ou  x^  j,  ^,  et 
dans  laquelle  la  fonction  sous  le  signe  /  sera  précisément  la  densité 
correspondante  au  point  {x,y)  ou  {x,y,z).  Supposons  maintenant 
que  la  surface  ou  le  volume  donné  s'étendent  indéfiniment  dans  l'es- 
pace. La  masse  M  pourra  conserver  une  valeur  finie,  si  la  densité 
devient  sensiblement  nulle  à  de  très  grandes  distances  de  l'origine 
des  coordonnées;  et,  si  l'on  désigne  cette  densité  par/(a7,r)  ou  par 
f{x,y,  z),  on  aura 


(0 


ou 


M=  /      /     f{x,y)dxcly. 


(2)  M=  I  f{x,y,z)dxdydz. 

Concevons  enfin  que  la  densité /(^,y)  on  f{x,y,z)  se  réduise  à  une 

expression  de  la  forme 

f(^,p), 

^,  p-  désignant  deux  fonctions  entières  et  homogènes  de  Xy  y,  -  du 
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premier  et  du  second  degré.  Les  intégrales  (i)  et  (2)  deviendront 

(3)  M=j"^  J'^ï{lp)dxdy, 

(4)  ^^=j    j"^ £{{l,p)dxdyclz. 

Or  ces  dernières  intégrales  peuvent  subir  diverses  transformations  qui 
conduisent  à  des  résultats  dignes  de  remarque,  et  que  je  vais  exposer 
dans  les  paragraphes  suivants. 

§   1.    —   Sur   la   transformation  de   l'intégrale     1       1      i{E„  p)dx  dy,    da/is 

laquelle  ^,  p^  désignent  des  fonctions  entières  et  homogènes  de  x,  y,  du 
premier  et  du  second  degré. 

Désignons  par  a,  h,  A,  B,  G  des  constantes  réelles  dont  les  trois  der- 
nières soient  tellement  choisies  que  le  trinôme 

(i)  A^^+ B/^4- 2Cir/ 

reste  positif  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des  variables  x,  y  ; 
et  considérons  l'intégrale 

(2)  S=  f    f    {{l,p)dxdy, 

^,  p^  étant  deux  fonctions  de  x,y,  z,  déterminées  par  les  formules 

(3)  l  =  ax-^by, 

(4)  ç>  =  {kx^-^^y''+iCxyy-, 

On  pourra  regarder  les  variables  x,  y  comme  propres  à  représenter 
des  coordonnées  rectangulaires,  et  leur  substituer  des  coordonnées 
polaires/?,  r  qui  soient  liées  avec  elles  par  les  équations 

(5)  .r  =  /-cos/),        j  =  /-6in/>. 
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Cela  posé,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(6)  u=:cosp,        t'  =  sin/), 

(-)  P  =  au  -h  bv, 

i 

(8)  Q  =  (Aw2-i-Bp2-i-2CwiOS 

on  trouvera 

(9)  ^  =  Pr,        p  =  Q/-. 

De  plus,  en  vertu  des  règles  connues,  on  devra,  dans  l'intégrale  (2), 
remplacer  le  produit  dccdy  par  rdpdr,  et  cette  intégrale  deviendra 

(10)  S=r       rf{Pr,Qr)rdpdr. 

En  comparant  la  formule  (2)  à  la  formule  (10),  on  en  conclura 

(11)  r  rHlp)da;dy=J      J    {{V  r,qr)r  dpdr. 

Si  Ton  suppose  en  particulier 

(12)  a  —  i,         b  —  Oy 
(i3)                                         A  =  B=:i,         C  =  o, 

on  aura 

i 

(i4)  1  =  ^,         p=:(.r'--hJ*)S 

(i5)  P  =  cos/?,        Q  =  i, 

et  la  formule  (i  i)  donnera 

(16)  rrA^,{^^  +  y'y^dxdf=ff    ï{rcosp,r) rdpdr. 

Supposons  maintenant  que,  les  conditions  (i3)  étant  remplies,  on 
attribue  aux  quantités  a,  b  des  valeurs  a,  ^  qui  vérifient  la  formule 

(17)  «'-h^'  =  i. 
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On  pourra  concevoir  qu'aux  coordonnées  rectangulaires  x,  y  on  sub- 
stitue deux  autres  coordonnées  rectangulaires  ^,  r\  dont  la  première  ^ 
serait  déterminée  par  l'équation 

(i8)  |  =  a^  +  (37, 

et  considérer  a,  [3  comme  représentant  les  cosinus  des  angles  formés 
par  le  demi-axe  des  ^  positives  avec  les  demi-axes  des  x  et  des  y  posi- 
tives. Alors  on  aura  nécessairement 

(19)  X^+f-=l^-^Tl\ 

Par  suite,  la  seconde  des  formules  (i4)  donnera 

(20)  p:^(^2_|_^5)i, 

et  l'on  tirera  de  l'équation  (2)  :  i'' 

S=r     r  ihAl^^-n'YAdld-rr, 
2°  en  ayant  égard  à  la  formule  (16), 

/      î{r  cosp,  r)dp  dr. 

On  aura  donc,  en  admettant  que  la  condition  (17)  soit  remplie, 
(22)       /       /      flciœ  +  ^y,{x--]~y^y\dj:dy=zl        j     {{/•  cosp)  r  dp  dr. 

On  trouvera  de  même,  en  désignant  par  h  une  nouvelle  constante  et 
remplaçant  f(i,  p)  par  {{k\^  p), 

f     f    i[k{a.a:-^^y),{œ'  +  y^y]djr-df 

J  -  00  J  —X 

=  /        /     {{kr  co?, p,  r)r  dp  dr 
D'ailleurs,  pour  faire  coïncider  le  premier  membre  de  l'équation  (28) 
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avec  l'iiilégralc 

il  suffira  do  choisir  a,  fl,  k  de  manière  à  vérifier  les  formules 
(24)  kx=za,         kp  —  b, 

et  alors  l'équation  (17)  donnera 

n'-  -h  b^' 

On  satisfait  à  l'équation  {13)  on  prenant 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose 

(26)  k  —  {a- +  b'-y  , 

on  tirera  dos  formules  (23)  et  (24) 

[    r    f    Aa.r  +  by,{x''  +  f-y-]dxdy 

\        —ff    A{a-+b'-y-r(^oip,r\rd[)dr, 


(^7) 


Cette  dernière  équation  subsiste,  quelles  que  soient  les  valeurs  réelles 
attribuées  aux  constantes  a,  h. 

Concevons  à  présent  que  les  coefficients  A,  B,  C  cessent  de  vérifier 
les  conditions  (i3).  On  aura  évidemment 


(28)  ^^  =  kx''+\if-+'iCxyz=:.k\x+ -y)  + 


AD  —  C^ 


D'autre  part,  le  polynôme  (i),  qui  est  précisément  égal  à  p\  devant 
rester  positif  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x,y,  le  dernier  membre 
de  la  formule  (28)  jouira  de  la  même  propriété,  d'où  il  suit  qu'on  aura 
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encore 

(^-9)  A>o,         AR  — C^>o. 

Cela  posé,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(3o)  i2  =  (AR-G2)^^ 

et 

les  nouvelles  variables  x,  y  seront  réelles  en  même  temps  que  x,  y,  et 
la  formule  (28)  donnera 


(32) 


p"=^-  +  y-. 


Alors  aussi,  en  remplaçant,  dans  l'intégrale  (2),  œ  par  x  et  j  par  y,  on 
trouvera 


(33) 


^=hj    J     ^Cc,9)d^dy, 


tandis  que  les  formules  (3i)  donneront 


1  d^  y  Jjdv 

\"2  i' 


De  plus,  on  tirera  des  formules  (3i) 


j 
A^ 


(34)  -^=12-^'  "="741^-^^)' 


et,  par  suite, 

(3^)  ^  =  a^ -4- 6/  — ax  +  by, 

les  valeurs  de  a,  b,  c  étant 

puis  on  en  conclura 

(37)  .  (a='+b2)i-=K, 
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la  vak'iir  de  K  étant 

(38)  K=.( ^^^^, ). 

Cola  posé,  la  formule  (33),  jointe  à  l'équation  (27),  donnera 

=  i  /        /      f  l-(  a'  -+-  b'  y-  r  cos/>,  /•  J  /•  dp  dr, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(89)  .  S=~/        /     ({Krcosp,  r)rdpdr. 

En  comparant  cette  dernière  équation  à  la  formule  (10),  on  irouvera 

(4o)  f       f    i{Vr,Qr)rdpdr=  ^^  I       j      H^r  cosp,  r)r  dp  dr, 

les  valeurs  de  P,  Q,  i2  et  K  étant  déterminées  par  les  formules  (iV),  (  7  ), 
(8),  (3o)et(38). 

Si  l'on  remplace,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (f\o),  r  par 

—  ,  on  en  tirera 

puis,  en  posant,  pour  abréger, 

(42)  f     f(K/-,/-)/-r//-::/(K), 

on  trouvera 

(43)        r"/((i)  %  •  il  C'j'^^  co,p)dp. 

On  arriverait  encore  au  même  résultat  en  prenant 

(44)  f(l'P)  =  ^-P/(^-) 
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ou  bien 


('i5) 


f(H,p)  =  e-P'/(])  = 


etc.  Ainsi,  par  exemple,  en  adoptant  la  valeur  de  f(^,  p)  donnée  par  la 
formule  (44).  on  réduirait  l'équation  (/\i)  à 

puis,  en  divisant  les  deux  membres  par  la  quantité 

J'      re~''  dr  =z  i^ 
0 

on  retrouverait  l'équation  (43). 

Si,  dans  l'équation  (43),  on  remet  au  lieu  de  P,  Q,  Q,  K  leurs  va- 
leurs respectives,  on  obtiendra  la  formule 


/ 


a  cos/>  -h  b  siii/j> 


dp 


(46) 


(A  cosv.  +  lî  sinV  +  2 C  smp  cospy  j  '^  '^^''^^  ^  ^  '"^'^^  +  '"^ ^^  ^'"/^  *''»^/^ 


(AR-C^)Vo 


/ 


{\a--hV>b'— 'iCab)-  cosp 
(AR  — C^)^" 


dp, 


de  laquelle  on  peut  en  déduire  plusieurs  autres  par  des  différentiations 
relatives  aux  constantes  a,  b,  A,  B,  C,  D.  Si,  dans  la  même  formul<>, 
on  pose 

(47)  b  =  o,         0  =  0, 


si  de  plus  on  divise  chacun  de  ses  membres  par  2,  on  trouvera 

.1     '[(AcosV  +  BsiaV)^]^^"^^^-^'^^"^^^       A^R^/        \     A-/ 


dp; 


et  Ton  en  conclura,  en  prenant  cosp  =  ^, 


(49)      /    / 


da: 


'_,     '[(A_B),r=+B]=)*-^-"'-"'-^"v/.-^'       A'B' 


f/j:' 
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Entin,  si,  dans  l'équation  (46),  on  pose 

(50)  R:=C  =  I, 

elle  donnera  simplement 


5i)  /      /{acosp-\-bi^\np)dp=         /[{a'-i- 1/')' cosp]c/p. 


Les  équations  (46),  (4«)»  ('19)'  (5i)paraissentdignes  de  remarque, 
et  fournissent  les  moyens  de  transformer  les  unes  dans  les  autres  un 


grand  nombre  d'intégrales  définies. 


^  II,   _  Sur  la  transformation  de  l'intégrale  1     ^{l,  ?)  dx  dy  dz, 

•-•  —  00  ^—  »  «^ —  » 
dans  laquelle  l,  p^  désignent  deux  fonctions  entières  et  homogènes  dex,  y, 

z,  du  premier  et  du  second  degré. 

Désignons  par  a,  h,  c.  A,  B,  C,  D,  E,  F  des  constantes  réelles  dont 
les  six  dernières  soient  tellement  choisies  que  le  polynôme 

(,)  A.r-+  B7-  +  C--4-  9-D/:;  +  iMzx  -\-iVxy 

reste  positif  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des  variai)les  .r, 
j,  ^  ;  et  considérons  l'intégrale  triple 

(2)  8=:/"    j    J    ïa,p)dxdydz, 

l,  s-  étant  deux  fonctions  déterminées  par  les  formules 

(3)  l^.ax-\-by  +  cz, 

1 

(4)  pr=(A^'-4-B/--l-Cc-^+2Dj--+-2E:;^-+-2F^j)"^ 

On  pourra  regarder  les  variables  x,  j,  :;  comme  propres  à  représenter 
des  coordonnées  rectangulaires,  et  leur  substituer  des  coordonnées 
polaires/;,  q,  r,  qui  soient  liées  avec  elles  par  les  équations 

(5)  xz^rco^p,        y  =  rs\npcosf/,         z  —  rs\ups\uq. 
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Cela  posé,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(^)  Mr=cos/>,         v=zs\npcosq,        H' =  sin/?  sin^, 

(7)  V  =^au  +  bç  -\-  civ, 

on  trouvera 

(9)  ^^Pr,         p  =  Qr. 

De  plus,  en  vertu  des  règles  connues,  on  devra,  dans  l'intégrale  (2), 
remplacer  le  produit  dxdydz  par  r-ûnp dpdqdr,  et  cette  intégrale 
deviendra 

('O)  S  =  ff      f    fiPr,Qr)r'^smpdpdgdr. 

En  comparant  la  formule  (2)  à  la  formule  (10),  on  en  conclura 

<'0  II      ^{l,p)dxdydz=f     f      f    ?{Pr,Qr)r^smpdpdqdr. 

Si  l'on  suppose  en  particulier 


(12) 

a  zzzi ,            Ij  =:  C  =  0 

et 

(.3) 

A=zBz=:C=:i,            I)=.rE=:F  = 

on  aura 

(«4) 

1  =  ^,          p  =  (a:'  +  j^-i-z^)K 

(i5) 

P  =r  COS/?,            Q  =  I, 

(  I 


et  la  formule  (i  i)  donnera 

J     J     nx,{œ-'+f^-i-z'-)-jda;djdz  =  2nf    f    i{r  cosp,  r)r^  amp  dp  dr 
Supposons  maintenant  que,  les  conditions  (i3 )  étant  remplies,  on 
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attribue  aux  quantités  a,  h,  c  des  valeurs  a,  fJ,  y  qui  vérifient  la  for- 


mule 

(,;)  a^+p^  +  y 


P>2_i_  .,2 , 


On  pourra  concevoir  qu'aux  coordonnées  rectangulaires  x,y,  z  on  sub- 
stitue trois  autres  coordonnées  rectangulaires  ;,  y],  "C,  dont  la  première  ç 
soit  déterminée  par  l'équation 

(18)  ^=:aa:  +  (3j  +  -/.^ 

et  considérer  a,  ^,  y  comme  représentant  les  cosinus  des  angles  formés- 
par  le  demi-axe  des  ^  positives  avec  les  demi-axes  des  a?,  y,  z  positives. 
Alors  on  aura  nécessairement 

(19)  x^'  +  y^'+z-'—l^-^Ti^+X^. 
Par  suite,  la  seconde  des  formules  (i4)  donnera 

(20)  p  =  (?-  +  n^  +  r-)% 
et  l'on  tirera  de  l'équation  (2)  :  i" 

2"  en  ayant  égard  à  la  formule  (iG), 

/     ({r  cosp,  r)r-  s'inp  dp  dr. 
On  aura  donc,  en  admettant  que  la  condition  (17)  soit  remplie, 

\     t/_oo   «>^_oo    i^—oo 

f       —27:/       /     Ç{r  cosp,  r)r- s'\n p  dp dr. 
On  trouvera  de  même,  en  désignant  par  /:  une  nouvelle  constante,  et 
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r(Mii])hi('ant  f'(H,  p)  par  f'(/^i»  p). 


(.3) 


I       ■=2Tl  i      I     î{kr  cos p,  r)r^  sinp  dp  dr. 


D'ailleurs,  pour  faire  coïncider  le  premier  membre  de  l'équation  (23) 
avec  rintéi^rale 

f  ilaœ  -\-  bf  -^cz,{a;'-^ y--i-  z^y-jdj^dydz, 

il  suffira  de  choisir  a,  fl,  y,  ^  de  manière  à  vérifier  les  formules 
( ?4 )  /cixz=:a,         k^=  l),         ky  =l  c, 

et  alors  l'équation  (17)  donnera 

,    .,                                                     a"- +  f' ^- c"' 
(-^)  1,. =1. 

On  satisfait  à  l'équation  (23)  en  prenant 

kz=:±{a'--{-b''-\-c''Y. 
Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose 

(26)  l^=,{^a'-^b''  +  c^y,     . 

on  tirera  des  formules  (23)  et  (24) 


(^-7) 


i    1        I        j      U.aa:-hbf-^cz,{a;'--^y--{-z.^)-]dj^dYdz 

{ 

j       =l2t:  j       /      tl{a- -h  b- -h  c-)'- r  cosp,  r\  r- sin p  dp  dr. 


Cette  dernière  équation  subsiste,  quelles  que  soient  les  valeurs  réelles 
attribuées  aux  constantes  a,  b,  c. 

Concevons  à  présent  que  les  coefficients  A,  B,  C,  D,  E,  F  cessent  de 
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véritier  los  conditions  (i3).  On  aura  évidemment 

A  .v'  4-  M)'  +  C  ^^  +  9J)7^  +  2  E  -^  4-  2  F  ^7 

/         F         E    \2      (AR-FMr-+2(AD  — EF)y^4-(AC-E^)c^ 
^  A  {.-^  ^j  ^aV^ ~~  A  ■ 

et 

(  AR  -  F-^  )/^  +  2  (  AD  -  EF)yz  +  (  AC  -  E'^ )  =^ 

/         AD-EF   \-      A  (ARC  -  AD^-  -  RE^-  CF^+  2  \)EF)z' 

=  (AR  -  F)  (7  +  j^-fi-)  +  -^ AÏTZT^ 

Par  suite,  l'équation  qui  détermine  la  valeur  de  p-,  savoir 

(  28  )  p2  =r  A a^'  +  R7'  +  C  -2  +  2  D7:;  +  2 E:;x  +  2  F  j:-7, 

pourra  être  présentée  sous  la  forme 

/         F  E   \-^      „/         AD-EF    V-^i-" 

(39)  p.=  G(^^+^7^-^-.-j  +»(,■>'+ ÂÏT^P^V  ^       ' 

les  valeurs  de  G,  H,  I  étant 

\B  -  F^  ,  __  ARC  -AD^-RE^-CF-4-DEF 

(3o)      (i  =  A,         H— — j >         1—  AR  — F^ 

D'autre  part,  le  polynôme  (r),  qui  est  précisément  égal  à  p-,  devant 
rester  positif  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  œ,  y,  z,  on  aura  néces- 
sairement 
(3i)  C>o,        H>o,         I>o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(32)     A>o,        AR      P>o,        ARC-AD^-RE*-CF^+2DEF>o. 

Cela  posé,  si  l'on  prend 

les  nouvelles  variables  x,  y,  z  seront  réelles  en  même  temps  que  a;, 

CEinTcs  de  C.  -  s.  M,  t.  IX.  ^^9 


38G  S  LU  LA  TRANSFORMATION  ET  LA  RÉDUCTION 

y,  z,  et  la  valeur  positive  de  p,  déduite  de  la  formule  (29),  sera 

(3.4)  pz=;(x2  +  y^+Z-)^ 

Alors  aussi,  en  remplaçant,  dans  l'intégrale  (2),  x  par  x,  y  par  y, 
:■  par  z,  on  trouvera 

attendu  que  les  formules  (33)  donneront 

dx-^  —,  dy=~'-,  dz=~. 

Donc,  en  faisant,  pour  abréger,  i2  =  (GHI)i  ou,  ce  qui  revient  au 
même, 

(36)  i^  =  (ABC-AD2-BE^-CF^4-2DEF)S 

on  aura  encore 

(3;)  ^""Tlf    f    f    ^Cc,?)dxdydz. 

De  plus,  on  tirera  des  formules  (33) 

(38)  z^^,  y        AD-EF   z  x        F    y        FD  -  RE    z 

et  par  suite 

(39)  ^  =  «^4- 67  +  c^  =  ax  +  by +  CZ,  ^ 
les  valeurs  de  a,  b,  c  étant 

G2  ji^^         A    /  F^         AR  — F-  AB  — F-    J 

puis  on  en  conclura 

(40  (a24-b2+c2)i^K, 


i ',■?.)     K 
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la  valeur  do  K  étant 

[  ABC  -  AD2  —  DE'  -  CF^  ^-  .>. DEF  J 

Enfin  on  tirera  do  la  fbrmulo  (37),  jointo  aux  équations  (^9),  n\) 

Vt(27), 

S^iT      f      f   flux -h  hy+cz,{x-  + y'- +  7jy]dxdyd'A 
,    =^r    f  n{a'--hb--h^('--f rcosp,r\r^i^\npdpdr, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(43)  S=~  j      j     f{Krcosp,r)r^sitïpdpdr. 

Or,  on  comparant  cette  dernière  équation  à  la  formule  (10),  on  trou- 


vera 


(44! 


if      I        f     Î{V  r,  Q  r)  r- s\n  p  dp  df/ d/- 
«^0     «^0      "-^0 

I       —-^1       /    f(K/'cos;w, /■)/•■- sin/JG?p  flfr, 

les  valeurs  de  P,  Q,  £2  et  K  étant  déterminées  par  les  formules  (6),  (7), 
(8),  (36Ut(42). 

Si  Ton   remplace,   dans  le  premier   membre  de  l'équation    (/i\), 

r  par  .-r>  on  on  tirera 

(45)  ,^     -     == 

/       =~l      I     {'{Krcosp,  f)/- <,\npdpdr;  * 

puis,  en  posant,  pour  abréger, 

(.6)  ^*f(K/-,/-)/-^r//--/(K), 
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on  trouvera 

On  arriverait  encore  au  même  résultat  en  prenant 

(48)  ni^P)=e-9f(^^ 

OU  bien 

(49)  f(i,p)  =  c'-p70)' 
etc. 

Ainsi,  par  exemple,  en  adoptant  la  valeur  de  f(^,  p)  donnée  par  la 
formule  (49),  on  réduirait  l'équation  (45)  à 

==72^/       /     r-e~''' f{Kcosp)s\npdpdr; 
puis,  en  divisant  les  deux  membres  par  la  quantité 

on  retrouverait  l'équation  (47). 

Si,  dans  les  formules  (8),  (36)  et  (42),  on  suppose 

(50)  A:z=B  =  C=:i,        D  =  E  =  F~o, 
on  trouvera 

et  l'on  tirera  de  l'équation  (47).  jointe  à  l'équation  (7), 

/      /{acosp -h  bsinp  cosg -h- cs'inpsxnq)  dpdq 
I        —071/    /[(a^-i- h^-^  c- y  co^pjs'in  p  dp. 


(5,) 
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Celte  dernière  formule  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  M.  Poisson 
dans  un  Mémoire  lu  à  l'Académie  le  19  juillet  18 19. 

Si,  dans  les  formules  (7),  (8),  (36)  et  (42),  on  suppose 

(52)  b  =  c  =  o,        B  =  C,        D=n:C,        J)  =  E  =  F  =  o, 

on  trouvera 

P=acos/?,         Q  — (Acos=/?  +  Bsin-/?)S 

1 


K  = 


A  H 

et,  par  suite,  l'équation  (47)  donnera 


y^        [(AcosV^  +  BsinVrJ  (A 


^\npdp 


cos-p-hBs'm-p)'- 

(53) 


I        f    „/acos/?\    .         , 


puis  on  en  conclura,  en  posant  cos/>  =  x, 

(54)    f\-\ "^ J ^ -,  =  4-   /^'i/^V-- 

./_,     j[(A-B)^^+Bri[(A-B)^^  +  B]^       A'^B.7_,  .\AV 

Nous  reviendrons  dans  un  autre  article  sur  le  parti  qu'on  peut  tirer  de 
ces  diverses  équations  pour  transformer  les  intégrales  définies,  et  en 
particulier  celles  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  fonctions  elliptiques. 


APPLICATION  DES  FORMULES 


QUI    REPRESENTENT 


LE    MOUVEMEKT    D  UN    SYSTÈME    DE    MOLÉCULES    SOLLICITÉES    PAR    DES    FORCES 
d'attraction  OU  DE  RÉPULSION  MUTUELLE 

A  LA  THÉORIE  DE  LA  LUMIÈRE. 


Considérations  générales.  * 

J'ai  donné  le  premier,  dans  le  IIP  et  le  IV«  Volume  des  Exercices  {'), 
les  équations  générales  d'équilibre  et  de  mouvement  d'un  système  de 
molécules  sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mu- 
tuelle, en  admettant  que  ces  forces  fussent  représentées  par  des  fonc- 
tions des  distances  entre  les  molécules;  et  j'ai  prouvé  que  ces  équa- 
tions, qui  renferment  un  grand  nombre  de  coefficients  dépendants  de 
la  nature  du  système,  se  réduisaient,  dans  le  cas  où  l'élasticité  rede- 
venait la  même  en  tous  sens,  à  d'autres  formules  qui  ne  renferment 
qu'un  seul  coefficient,  et  qui  avaient  été  primitivement  obtenues  par 
M.  Navier.  Si  l'on  désigne  par  m  la  molécule  qui  coïncide,  au  bout 
d'un  temps  quelconque  /,  avec  le  point  {x,y,  s);  par  H,  y],  *(  les  dépla- 
cements de  cette  molécule  mesurés  parallèlement  aux  axes  des  x,  y,  z, 
que  nous  supposons  rectangulaires;  et  si  l'on  fait  abstraction  des  coef- 
ficients qui  s'évanouissent,  lorsque  les  masses  m,  m',  m",  ...  des 
diverses  molécules  sont  deux  à  deux  égales  entre  elles,  et  distribuées 
symétriquement  de  part  et  d'autre  d'un  point  {x,y,  z)  sur  des  droites 
menées  par  ce  point;  les  équations  du  mouvement  du  système  seront 

(')  OEuvra  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VIII  et  IX. 
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celles  qui  se  trouvent  inscrites,  sous  le  n°  11,  à  la  page  iGG.  Nous 
montrerons,  dans  un  autre  article,  comment  on  peut  trouver  les  inté- 
grales générales  des  équations  dont  il  s'agit,  et  en  déduire  les  lois  de 
la  propagation  du  son  dans  les  corps  solides.  Mais,  pour  établir  la 
théorie  de  la  lumière,  nous  n'aurons  pas  besoin  de  recourir  aux  inté- 
grales générales,  et  il  suffira  de  considérer,  parmi  les  mouvements 
que  peut  prendre  le  système,  ceux  dans  lesquels  les  déplacements 
restent  les  mêmes  pour  toutes  les  molécules  situées  dans  un  plan 
parallèle  à  un  plan  donné.  Or,  dans  la  recherche  des  phénomènes  que 
doivent  présenter  les  mouvements  de  cette  espèce,  on  peut  substituer 
aux  équations  ci-dessus  mentionnées  d'autres  équations  différentielles 
beaucoup  plus  simples.  La  formation  de  ces  dernières  sera  l'objet  du 
paragraphe  suivant. 


^  1.  _  Équations  différentielles  du  inou^-enient  d'un  système  dans  lequel 
les  molécules  situées  à  la  même  distance  d'un  plan  donné  éprouvent  les 
mêmes  déplacements. 

Concevons  que,  par  l'origine  0,  on  mène  un  plan  OO'O"  perpendi- 
culaire au  demi-axe  OD  qui  forme  avec  les  demi-axes  des  ^,  j  et  :; 
positives  les  angles  X,  [x  et  v.  L'équation  de  ce  plan  sera 

(1)  vCCOsX  +  JCOS/JL -i- ^  cosv  =  o. 

De  plus,  si  l'on  considère  un  point  {x,y,z)  situé,  non  plus  dans  le 
plan  OO'O",  mais  en  dehors,  et  si  l'on  nomme  t  la  distance  du 
point  {x,y,z)  au  plan  OO'O",  cette  distance  étant  prise  avec  le 
signe  -f-  ou  avec  le  signe  —,  suivant  qu'elle  se  mesure  à  partir  du 
plan  dans  le  même  sens  que  le  demi-axe  OD  ou  en  sens  inverse, 
on  aura 

(2)  t  =  a;cosX  4- jcosjjn- -3C0SV. 
Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(3)  a=:COS>.,  b  =  CO%\J.,  C=:COSV, 
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on  aura  simplement 

(4)  ■^^=^  ax -^- by -\- cz. 

Gela  posé,  soient,  au  bout  du  temps  /,  m  la  molécule  qui  coïncide  avec 
le  point  {x,y,z)  et  \,  y],  ^  ses  déplacements  mesurés  parallèlement 
aux  axes  coordonnés.  Si  ces  déplacements  restent  les  mêmes  pour 
toutes  les  molécules  situées  dans  un  plan  parallèle  à  celui  que  repré- 
sente l'équation  (i),  \  pourra  être  regardé  comme  fonction  des  seules 
variables  i,  /;  et,  comme  on  tirera  de  l'équation  (2) 

ox  dy  ôz 


on  trouvera 


dx       dt  dx  ô^ 


On  aura  donc 


àx  (Jx  dy         ât'  OZ         dx. 


=  «'-T^'  ~=b-,4 


(5)  <      âx^-~''  âv-^'  dy^-''  d^'  J^="'''^' 

<H    __      â^  J^i    _      d^-l  â'^  <P^ 

âyàz-''''âx^'         ~dzdx-'''d^^'  d^-''^^ 


Les  mêmes  équations  subsisteraient  encore  si  l'on  y  remplaçait  l  par  yj 
ou  par  t.  Donc,  si,  dans  les  formules  (i  i)  de  la  page  iGG,  on  suppose 
les  coefficients  a,  0,  C,  S,  €,  i^,  L,  R,  . . .  constants,  et  les  forces  accé- 
lératrices X,  Y,  Z  réduites  à  zéro,  on  tirera 

Ci  a^-  ox.^  ôx- 

dt''   -  <dx.^  ^  ^   dc-  '^'^^^' 
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les  valeurs  4^,  oïL,  SfL,  0:\  ^,  Si.  étant 


(7) 


(«) 


■c 

=  a«2_^£jz»2 

+  Cc2 

H-  2Î)^>C 

4-  2  (Ê  6'« 

-+-  2£ab 

+  La2  +R62 

+  Qc'- 

+  alJ^c 

+  2  Vca 

-h  2W ab, 

DTl 

=  aa2  +  fJ^;2 

4-€c2 

+  alDôc 

+  2(Êca 

-+-  2£ab 

+  Ra2+M62 

4-Pc2 

+  2\]'bc 

4-  2V'ca 

+  2W'a6, 

3b 

=  3a2  +13^,2 

4-Cc2 

-^  2Dbc 

H-  2€ca 

+  2£ab 

-^Qa^-hPb^ 

+  Nc2 

+  2U"6c 

+  2V"ca 

-^2W"ab; 

<j? 

=  Ua^  +  U'Z>^ 

■-f-U"c' 

■  +  2  P  ^^c 

+  2WV«  +  2V'a^ 

^ 

^  Va2  + V'ô^ 

+  W' 

'■  +  2W"bc 

r  +  2Qca 

-+-  2\}ab, 

<a    iziW«2+W'62+WV+2V'6c 


Soient  maintenant  OA  une  nouvelle  droite  menée  par  l'origine,  x, 
1)1),  3  les  cosinus  des  angles  que  forme  cette  droite,  prolongée  dans  un 
certain  sens  OA,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives;  et  pre- 
nons 

(9)  8  =  ..l,|-Mt^r)  4- SÇ. 

On  aura 

(10)  JU2-H  1)1,24-32=1. 

De  plus,  le  rapport 

représentera  évidemment  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  la  nouvelle 
droite  avec  la  direction  suivant  laquelle  se  mesure  le  déplacement 
absolu  de  la  molécule  m.  Par  conséquent,  la  valeur  de  «,  déterminée 
par  la  formule  (9),  représentera  le  déplacement  de  cette  molécule 
mesuré  parallèlement  à  la  droite  OA,  et  sera  positive  si  ce  déplace- 
ment se  compte  dans  le  même  sens  que  la  direction  OA,  mais  néga- 
tive dans  le  cas  contraire.  D'ailleurs,  si  l'on  combine  par  voie  d'addi- 
tion les  formules  (G),  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la 
première  par  x,  de  la  seconde  par  aJl,  de  la  troisième  par  3,  et  si  l'on 

OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  IX.  5o 
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choisit  <x,  -Ob,  S  ou  plutôt  les  rapports  y?  y  ^^  manière  que  les  trois 


fractions 


('0 


JU  Db 


deviennent  égales  entre  elles,  on  trouvera,  en  désignant  par  s^  la  valeur 
commune  de  ces  trois  rapports, 

Or  il  existe  trois  valeurs  de  s^  propres  à  vérifier  la  formule 

,    ^ ,      f  cAo  4-  c'R.llb  +  se        c'RJlo  H-  DlLilb  +  $3        S.l>  +  (Plti)  +  3^3 

^^^)   -^ ;â: — -  = ¥. = ê ="' 

et,  par  conséquent,  les  équations 

[  i^l—  s'-)X  +  siyi\y  +  ^3  — -o, 

(i4)  )  <!/lo\.  +  (DIL  —  5-)Db  -h  a^3  =  o, 

(  ^.l>  +  'î'iPo  +  (^ï,  —  5^)3  =  o, 

desquelles  on  tire 

De  plus,  à  ces  trois  valeurs  de  s-  correspondent  trois  systèmes  de 

il')     3 

valeurs  pour  les  rapports  j,  y,  et,  par  conséquent,  trois  droites  OA', 
OA",  OA"  avec  lesquelles  on  peut  faire  coïncider  successivement  la 
droite  OA.  Enfin,  il  résulte  de  la  forme  des  équations  (i3)  et  (i4)  qne 
ces  trois  droites  se  confondent  avec  les  trois  axes  de  la  surface  du 
second  degré  représentée  par  l'équation 

(i6)  41x2+01Ly2  4_^î;,z2+2$yz4-2^zx  +  2Jlxy— i; 

et  l'on  peut  ajouter  que,  dans  le  cas  où  cette  surface  est  un  ellipsoïde, 
les  trois  valeurs  de  -^  sont  précisément  les  trois  demi-axes.  Donc,  à 
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l'aide  de  la  formule  (12),  on  pourra  déterminer,  au  bout  du  temps  ^ 
les  trois  déplacements  de  la  molécule  m  mesurés  parallèlement  aux 
trois  axes  de  l'ellipsoïde,  et,  par  suite,  à  trois  droites  perpendiculaires 
entre  elles.  Si  l'on  désigne  ces  trois  déplacements  par 

(,7)  «',    «",    «'", 

et  les  valeurs  correspondantes  de  s,  .x>,  ii!.,  S  par 

(.8)       s',     .V,     il!>',     G';         .9",     A,",     ^.",     C";         s'\     X'" ,     MW",     e'\ 

on  pourra  supposer  que  les  quantités  s',  s",  r  restent  positives;  et  le 
déplacement  «',  déterminé  en  fonction  de  t  et  t  par  la  formule 

(■9)  -^-=^V^' 

se  mesurera  dans  une  direction  parallèle  à  celle  de  la  droite  OA',  repré- 
sentée par  l'équation 

X  y   z 

De  même,  le  déplacement  «",  déterminé  par  la  formule 


(21)  —^=5 


se  mesurera  dans  une  direction  parallèle  à  celle  de  la  droite  OA",  repré- 
sentée par  l'équation 

X   y   - 

et  le  déplacement  «'",  déterminé  par  la  formule 


(^3)  ^=^'" 


se  mesurera  dans  une  direction  parallèle  a  celle  de  la  droite  OA",  repré- 
sentée par  l'équation 

X    _  y  j3_ 
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Lorsque,  à  l'aide  des  formules  (19),  (21),  (28),  on  aura  calculé  les 
valeurs  de  «',  «",  8"',  on  en  déduira  facilement  celles  de  ^,  rj,  l;  et, 
pour  y  parvenir,  il  suffira  de  recourir  aux  équations 

/   8'  =  Jlo'  I  +  1)1'  Y]  +  3'  Ç, 

(  25  )  <  8"  —  ..i,"  I  +  Dî,"  n  +  3"  C, 

(   8'"=:clU'"£  +  DV''y)  +  3"'^, 

desquelles  on  tirera 

(  26  )  1  Y}  =  lll'  8'  +  Dl"  8"  +  DV"  8"', 


Ç  r=  3' 8' +3"  8" +3'"  8'% 

Ml  ayant  égard  aux  conditions 

JU'2  +  Ui,'2  +  3'2  z=  I , 

(27)  { 

ju"  01,'"+  aiy  -Dî,"'-i-  3"  Q'"  =  0, 

X"X'  +  Db'"iJl'  +  3'"  3'  -—  o, 
X'  cAo"  +  ilb'  IJÎ,"  H-  3'  3"  =  o, 

que  vérifient  nécessairement  les  cosinus  ju',  dî,',  3';  .C,  -dî,",  3";  .a,'", 
ia>"',  3'"  des  angles  formés  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives 
par  trois  autres  axes  OA',  OA",  OA'"  qui  se  coupent  à  angles  droits. 

Observons  encore  que,  si,  au  bout  du  temps  /,  l'on  nomme  w  la 
vitesse  absolue  de  la  molécule  m  qui  coïncide  avec  le  point  (x,y,z), 
les  projections  algébriques  de  cette  vitesse  sur  les  axes  coordonnés 
seront,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  IIP  Volume  (p.  166)  ('), 
respectivement  égales  à 


â^      d^n       (K 


(28) 

en  sorte  qu'on  aura 

(39)  ^^-r$^^'  ('-"^^  '  ^'''' 


dt)  ^\dt)  '^\dt 

(')  OEuvres  de  Cauchj,  S.  II,  t.  VIII,  p.  20?.,  2o3. 
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Si,  au  lieu  de  projeter  la  vitesse  w  sur  les  axes  des  x,  y,  z,  on  la  pro- 
jette sur  les  droites  OA',  OA",  OA'",  on  trouvera  pour  projections 
algébriques,  non  plus  les  quantités  (28),  mais  les  suivantes 


ds'       d^"       dn" 
(^°)  Tt'    Tt'    ~dï 


et,  par  conséquent,  on  aura  encore 

fd'é'Y      fdwy      /ds"'Y 


Il  suit  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  IIP  Volume  (p.  2i3  et  suiv.)  (') 
que,  en  divisant  les  coefficients 

(32)  3,     s-,     €;         £,     0,     D;         «Ê,     D,     C 

par  la  densité  naturelle  du  système  de  molécules  que  l'on  considère, 
on  obtient  pour  quotient  les  projections  algébriques  des  pressions  ou 
tensions  supportées  dans  l'état  naturel,  et  du  côté  des  coordonnées 
positives,  par  trois  plans  perpendiculaires  aux  axes  des  x,  y,  z.  Si  ces 
pressions  ou  tensions  s'évanouissent,  on  pourra  en  dire  autant  des 
coefficients  (32),  et  les  formules  (7)  se  réduiront  à 

/  4;    =zLa2  +  R62  +  Qc2+2U^^c  4-2Vca  +2Waè, 

(33)  01L  =  Ra2+M6'-+Pc2  +  2U'6c +  2V'ca +2W'a6, 
(  DL  =Qa2  4_p^,2_^]Vc2  +  2U"6c4-2V"ca  +  2W"a6, 

les  valeurs  de  'l*,  ^,  <^  étant  toujours 

/  cp  —  Ua^  +  U'Z>2  +U"c2  -^iVbc    4- 2W"ca -+- 2  V'a^, 

(8)  <   ^  =  Va2  4- V'fe2  +  V"c2  4-2W''6c  +  2Qca    -h2U«^, 

(  a  =  Wa«  +  W'6«+ WV*4-2V'^>c  4-2Uca    +2Ra^. 

Dans  le  cas  où  le  système  des  molécules  proposé  offre  trois  axes 
d'élasticité  rectangulaires  entre  eux  et  respectivement  parallèles  aux 

(»)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VIII,  p.  253  et  suiv. 
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axes  (les  x,  y,  z-,  les  coefficients 

(34)  D,     €,     £;         U,     V,     W;         U',     V,     W,         U",     V",     W" 

s'évanouissent;  et,  en  écrivant  G,  H,  I  au  lieu  de  3,  <3,  C,  on  réduit  les 
formules  (ii)  de  la  page  iGG  aux  fornriules  (G8)  de  la  page  208  du 
IIP  Volume  (').  Alors  aussi  les  équations  (7)  et  (8)  donnent  simple- 
ment 

/.P     :z^(L  +G)a^+(R  +H)^^2+(Q  +  I)c% 

(35)  0rL=(R  +  G)a5+(M  +  H)6=-f-(P +l)c% 
(  ^  :z^(Q  +  G)a2+(P  +  H)62+(N  -i-l)c\ 

(36)  ^S=2Pbc,         ^=2Qca,         A=<?A{ab. 

Si,  de  plus,  les  pressions  relatives  à  l'état  naturel  s'évanouissent,  on 
aura 

(37)  G  =  H  =  I  =  o, 

et  les  valeurs  de  4^,  OTl ,  5ii  se  réduiront  à 

(38)  ort  =  R«2  +  M^-+Pc2, 

(  DL  =Qa''+Pb''  +Nc^ 

Lorsque  le  système  proposé  offre  la  même  élasticité  en  tous  sens 
autour  d'un  axe  quelconque  parallèle  à  l'axe  des  z,  les  coefficients  G, 
H,  P,  Q,  R,  L,  M  vérifient  les  conditions  (107)  de  la  page  367,  savoir 

(39)  G  =  11,         P  =  Q,         L  =  M  =  3R, 

et  les  formules  (35),  (36)  deviennent 

/   J;     =r(3R  +  H)«2+(R4.H)^2_^(Q4_I)c2^ 

(40)  0^u=:(R  +  H)a2+(3R^-H)^^2  4-(Q  +  I)c^ 
(  dL  =(Q4-H)(a2+^,2)  +  (N  +  I)c'^ 

(40  ^S  =  2Qbc,         ^—-2Qca,         ili  =  2nab. 

(»)  OEuvres  de  Cauc/ij,  S.  II,  T.  VIII,  p.  ■247. 
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Si,  de  plus,  on  suppose  nulles  les  pressions  relatives  à  l'état  naturel, 
les  formules  (4o)  se  réduiront  à 

/  4:    =:3Ra2+R62+Qc% 

(42)  )  DlI  =  Ra2-i-3R^»-+Qc% 

Enfin,  si  le  système  proposé  offre  la  même  élasticité  en  tous  sens 
autour  d'un  point  quelconque,  on  trouvera 

(43)  G  =  H  =  I,        P  =  Q  =  R,        L  =  M  =  N=r3R, 

et,  en  ayant  égard  à  l'équation 

(44)  a^+6-+c2=i, 
on  tirera  des  formules  (35),  (36) 

(45)  -C=2Ra2  4-R4-I,         on— 2R6'-+R  +  1,         -V- =  2  Rc^  +  R -+- I, 

(46)  a^=2R6c,  ^    =2Rca,  c;A.  =  2Ra^^; 

puis,  en  supposant  les  pressions  nulles  dans  l'état  naturel,  on  réduira 
les  équations  (45)  à 

(47)  .C=2Ra^+R,         OÏL  — 2RZ>2-t-R,         9î,  =  2Rc2+R. 

Lorsqu'on  adopte  les  valeurs  de  4^,  Dit,  dX,,  <r,  ^,  Jl  fournies  par  les 
équations  (45),  (46),  la  formule  (i5)  se  réduit  à 

(48)  (R  +  l-.«2)M3R  +  I-.v^)  =  o; 

et,  par  conséquent,  des  trois  valeurs  de  s  généralement  représentées 
par  s',  s",  s'",  deux  deviennent  égales  entre  elles,  en  sorte  qu'on  peut 
prendre 

(49)  ^'^r^^'^rrR  +  I,  ,Ç'^2=3R+L 

Nous  avons  précédemment  supposé,  et  nous  supposerons  générale- 
ment dans  ce  qui  va  suivre,  que  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion (16)  est  un  ellipsoïde.  Or  on  peut  s'assurer  qu'il  en  sera  effecli- 
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vement  ainsi,  toutes  les  fois  que,  les  valeurs  de  ^,  mu,  0ï„  ^\  ^,  si  étant 
déterminées  pour  les  formules  (35),  (36),  les  coefficients  G,  H,  I 
seront  positifs  ou  nuls,  et  les  coefficients  L,  M,  N,  P,  Q,  R  positifs. 
Alors,  en  effet,  l'équation  (iG)  pouvant  être  présentée  sous  la  forme 


(5o) 


(  (Ga'--+-H62+Ic2)(^2_}_^2_,_ -2)  +  La2^2^M^>y+Nc2^2 


le  polynôme  que  renferme  le  premier  membre  restera  évidemment  po- 
sitif pour  des  valeurs  quelconques  de  ce,  y,  z,  et  ne  deviendra  jamais 
nul,  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion (i6)  n'offrira  pas  de  rayon  vecteur  infini,  et  sera  un  ellipsoïde.  Il 
y  a  plus;  on  peut,  dans  tous  les  cas,  présenter  sous  une  forme  très 
simple  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que  la  sur- 
face (i6)  soit  un  ellipsoïde.  En  effet,  si  l'on  nomme  r  le  rayon  vecteur 
mené,  dans  l'état  naturel  du  corps,  de  la  molécule  m  à  une  molécule 
voisine  m,  cf,,  [3,  y  les  angles  formés  par  ce  rayon  vecteur  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives,  et  mmf(r)  l'attraction  ou  la  répulsion 
mutuelle  des  deux  masses  m  et  m,  on  tirera  des  formules  (7)  et  (8), 
réunies  aux  équations  (3),  (4),  (5),  (6),  (7)  des  pages  iG3,  164, 


(5,) 


et 


DIL 


dX.  = 


\  nir 

\~ 

(  mv 
\    2 
\  mr 


(52) 


e  signe  V  indiquan 


a     z= 


acosa  +  6cosj3  +  ccosj/)-  [cos-a/(/-)  ±  f(r)]  , 
acosa  +  b  cos(3  +  c  cosy)^  [cos^(3/(/-)  ±:  ['(r)]  , 
a  cosa  +  b  cos[3  +  c  cosy)-  [cos-y  /(/•)  ±  ('('")] 


a  cosa 


b  cos[3  -j-  c  cosy)^  cos{3  cosy  /(/•)  , 
b  cos(3  +  c  cosy)2  cosy  cosa/(/-)  L 
b  cos(3  +  c  cosy)-  cosa  cos[3/(/-)  L 

une  somme  de  termes  semblables,  mais  relatifs 


a  cosa 


a  cosa 
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aux  diverses  molécules  m,  m\  ..,,  le  double  signe  ±  devant  être 
réduit  au  signe  -h  ou  au  signe  —,  suivant  que  la  masse  m  sera  attirée 
ou  repoussée  par  la  molécule  m,  et  la  fonction  /(/)  étant  déterminée 
en  fonction  de  r  par  la  formule 

(53)  /(/•)  =  ±[/-|'(/-)-r(n]- 

(]ela  posé,  l'équation  (iG)  deviendra 

.V4)    X    —  (acosotH-^cosp  +  ccosy)^  [(x  cosa  +  ycosjS  4- zoos ■/)-/('■)  =t  (x-4-y-+z^)  f(/-)] 

Si,  maintenant,  on  nommée  étales  angles  que  forme  le  rayon  vecteur/-: 
[•'  avec  la  perpendiculaire  au  plan  représenté  par  l'équation  (i);  2**  avec 
le  rayon  vecteur  yx'  -t-  y  +  z"  mené  de  l'origine  au  point  (x,  y,  z),  on 
trouvera 

(55)  cosô  =  a  cosa  +  ^  cos|3  +  c  cos-/, 

X  cos  a  +  y  cos  (3  -h  z  ces  y 


(;)0)  cosT 

puis,  en  posant,  pour  abréger, 


V^x^  +  y- 


(5;)  x~^\'+\--\-z\ 

on  tirera  de  la  formule  (5G) 

(58)  X  COSOC +  y  C0S(3  +  ZCOSy  =r:  r  COST. 

Par  suite,  la  formule  (iG)  ou  (54)  donnera 

(59)  "'  S  ("T"  COs2o[COS-T/(/-)  ±  IX/-)]  I  =  ï, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(Go) 


<^j^"cos^ô[cos^r/(/-)±  (•('•)]  j 

Or  la  surface  représentée  par  la  formule  (iG)  sera  un  ellipsoïde,  si  le 
rayon  vecteur  r  mené  de  l'origine  à  un  point  quelconque  (x,  y,  z)  de 
cette  même  surface  conserve  constamment  une  valeur  réelle  et  finie, 

OEuvres  de  C.  —  S.  U.  t.  IX.  5l 
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c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  l'on  a  pour  toutes  les  directions  pos- 
sibles de  ce  rayon  vecteur 

(6.)  1^  j  ^■cosM[cos^r/(/-)  ±  f(0]  j  >  o. 

Si  l'on  suppose  que  les  pressions  s'évanouissent  dans  l'état  naturel,  le 
polynôme 


(62)      :^a'--{-iib^-{-<Cc^-+'2Bbc-h2(èca  +  2£ah 


=  S[±"^^os'a|(.)] 


s'évanouira  en  même  temps  que  les  coefficients  3,  5,  C,  iD,  (g,  £,  et  par 
conséquent  la  condition  (61)  se  trouvera  réduite  à 

(63)  |^r^cos25cos2r/(/-)l>o. 


§  IL  —  Propagation  des  ondes  planes  dans  un  système  de  molécules  sollicitées 
par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle.  Surface  des  ondes. 

Concevons  que  les  valeurs  initiales  des  déplacements  et  des  vitesses 
de  la  molécule  m  mesurés  parallèlement  aux  axes,  c'est-à-dire  les  va- 
leurs initiales  des  quantités 

j.  c.      de.       ()f\       dZ 

^'  "''  ^'  ai'  w  w 

soient  connues  et  représentées  par  certaines  fonctions  de  r.  On  en  dé- 
duira sans  peine  les  valeurs  initiales  des  quantités 

,       „       „,      d^'      dH"      à^'" 
''    ''    ''    Tt'    Tt'    Tt' 

et  dès  lors  on  pourra  facilement  déterminer  les  fonctions  arbitraires 
introduites  par  l'intégration  des  équations  aux  différences  partielles 
(19),  (21),  (23)  du  §  I.  Or  ces  trois  équations  sont  toutes  renfermées 
dans  la  formule  (12),  §  I,  de  laquelle  on  les  tire  en  attribuant  succes- 
sivement à  s  les  trois  valeurs  particulières  s',  s",  s".  D'ailleurs,  si  l'on 
désigne  par  f^ (t),  f,  (t  )  les  valeurs  initiales  de  »  et  de  ^  ?  la  valeur  gé- 
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nérale  de  «,  donnée  par  la  formule  (12),  §  I,  sera 


(I)  « 


«^0 


fo(t-^0  +  |'o(t-f-^0  ,    /•'[\(t-.90  +  |\(t  +  .'>0 


dt. 


Cela  posé,  concevons  qu'au  premier  instant  «  et  ^  n'aient  de  valeurs 
sensibles  que  dans  le  voisinage  du  plan  représenté  par  l'équation  (i) 
du  §  I,  ou 

(2)  t  =  0, 

et  que  fo(ï)»  f,  (ï)  s'évanouissent,  par  exemple,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  situées  hors  des  limites 

(3)  t=— /,        t  =  /, 

/'désignant  une  longueur  très  petite.  Il  est  clair  qu'au  bout  du  temps  / 
les  fonctions 

s'évanouiront  pour  toutes  les  valeurs  de  x  situées  hors  des  limites 

(4)  -L^-st  —  i,         \.  =  sl-\-  i, 

c'est-à-dire,  pour  tous  les  points  situés  hors  de  la  couche  très  mince 
dont  l'épaisseur  2.1  sera  divisée  en  parties  égales  par  le  plan  que  repré- 
sentera l'équation 

(  5  )  x.:=St 

OU 

(())  ax  -\-  by  -\-  cz  =  si; 

et  les  fonctions 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  situées  hors  des  limites 

(  7  )  v  =  —  st  —  i,        X  —  —  st-h  i, 

c'est-à-dire,  pour  toutes  les  valeurs  de  t  situées  hors  de  la  couche  très 
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minco  dont  l'épaisseur  ii  sera  divisée  en  deux  parties  égales  par  le 
plan  que  représentera  l'équation 

(8)  ^=-st 
OU 

(9)  ax  +  by-Jr  czz=.  —  st. 

Donc  le  déplacement  «  et  la  vitesse  —,  mesurés  parallèlement  à  la 
droite  OA,  s'évanouiront  constamment  hors  des  deux  couches  ci-dessus 
mentionnées;  et,  comme,  au  bout  du  temps  t,  il  existera  deux  couches 
de  cette  espèce  pour  chacune  des  trois  valeurs  de  «  désignées  par  «', 
«",  «'",  nous  devons  en  conclure  que  le  mouvement,  qui  n'était  d'abord 
sensible  que  dans  le  voisinage  du  plan  OO'O",  représenté  par  l'équa- 
tion (i),  se  propagera  dans  l'espace  de  manière  à  produire  six  ondes 
planes  indéfinies  qui  offriront  toutes  la  même  épaisseur  -li,  et  resteront 
comprises  entre  des  plans  parallèles  à  OO'O".  Ces  ondes,  considérées 
deux  à  deux,  auront  des  vitesses  de  propagation  égales,  mais  dirigées 
en  sens  contraires,  savoir,  dans  le  sens  des  t  positives  et  dans  le  sens 
des  t  négatives.  De  plus,  ces  vitesses,  mesurées  suivant  une  droite  per- 
pendiculaire au  plan  OO'O",  pour  trois  ondes  qui  se  mouvront  dans  un 
même  sens,  seront  constantes  en  vertu  de  la  formule  (5)  ou  (8),  et 
respectivement  égales  aux  trois  valeurs  de  s  que  détermine   la  for- 
mule (i5)  du  §  I,  c'est-à-dire,  aux  quantités/,  s",  s'".  Les  points  situés 
hors  des  ondes  planes  dont  il  s'agit  seront  en  repos,  puisque  les  va- 
leurs de 

,       .       „      <h'       (h"       (W 

'  '      ^   '       "77  '       "37'       "77  ' 

Ol  ÔL  Ot 

correspondantes  à  ces  mêmes  points,  s'évanouiront.  3Iais,  pour  les 
points  renfermés  dans  l'épaisseur  d'une  onde  plane,  l'un  des  trois  dé- 
placements «',  a",  «'"  et  l'une  des  trois  vitesses  ~,  ~,  ~  cesseront 

dt      dt       dt 

de  s'évanouir.  Ainsi,  en  particulier,  dans  l'onde  plane  qui  se  propage 
avec  la  vitesse  s\  le  déplacement  a'  mesuré  parallèlement  à  la  droite  OA' 
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acquerra  une  valeur  différente  de  zéro,  ainsi  que  la  vitesse  -^;  et, 
comme  les  déplacements  ou  les  vitesses  mesurés  parallèlement  aux 
droites  OA",  OA'"  continueront  de  s'évanouir,  on  peut  affirmer  que, 
dans  l'intérieur  de  la  même  onde,  le  déplacement  absolu  et  la  vitesse 
absolue  d'une  molécule  m  seront  dirigés  suivant  une  droite  parallèle  à 
l'axe  OA',  et  représentés  par  les  valeurs  numériques  des  quantités 
y',  ^'.  Pareillement,  dans  l'onde  plane  qui  se  propage  avec  la  vitesse 
s"  ou  s"\  le  déplacement  absolu  et  la  vitesse  absolue  d'une  molécule 
seront  dirigés  suivant  une  droite  parallèle  à  l'axe  OA"  ou  OA'",  et  repré- 
sentes  par  les  valeurs  numériques  de  «  ,  ^  ou  de  a  ,  -^• 

En  résumant  ce  qui  précède,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  5/,  dans  un  corps  homogène,  les  dèplacemenls  el  les 
vitesses  des  molécules  sont  nuls  au  premier  instant,  pour  tous  les  points 
situés  hors  d'une  couche  plane  très  mince  dont  l'épaisseur  21  est  divisée  en 
deux  parties  égales  par  un  certain  plan  OO'O",  et  restent  les  mêmes  pour 
tous  les  points  de  la  couche  qui  se  trouvent  situés  à  la  même  distance  de  ce 
plan,  la  propagation  du  mouvement,  de  chaque  côté  du  plan  OO'O",  don- 
nera généralement  naissance  à  trois  ondes  renfermées  entre  des  plans  pa- 
rallèles. Chacune  de  ces  ondes  offrira  une  épaisseur  égale  à  ii.  De  plus, 
les  vitesses  de  propagation  des  trois  ondes,  mesurées  suivant  une  perpendi- 
culaire au  plan  OO'O",  seront  constantes  et  respectivement  égales  aux 
quotients  qu'on  obtient  en  divisant  l'unité  par  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde 
que  représente  la  formule  (16)  du  §  I.  Enfin  les  déplacements  absolus 
ainsi  que  les  vitesses  absolues  des  molécules  dans  les  trois  ondes  se  mesure- 
ront suivant  trois  directions  respectivement  parallèles  aux  trois  axes  de 
l'ellipsoïde. 

Le  théorème  I  suppose  que  la  surface  représentée  par  l'équation  (iG) 
du  §  I  est  un  ollipsoide.  Si  la  même  équation  devenait  propre  à  repré- 
senter un  système  de  deux  hyperboloïdes  conjugués,  ou  si  elle  ne  pou- 
vait plus  être  vérifiée  par  des  valeurs  réelles  de  x,y,  z,  quelques-unes 
des  trois  vitesses  de  propagation  s',  s",  s"\  ou  même  ces  trois  vitesses  à 
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la  fois  deviendraient  imaginaires;  et,  dans  le  dernier  cas,  la  propaga- 
tion des  ondes  planes  deviendrait  impossible. 

Si  deux  ou  trois  axes  de  l'ellipsoïde  ci-dessus  mentionné  devenaient 
égaux,  les  ondes  planes  qui  se  propageraient  dans  le  même  sens,  avec 
des  vitesses  réciproquement  proportionnelles  à  ces  axes,  coïncide- 
raient, et  la  vitesse  absolue  de  chaque  molécule  renfermée  dans  une 
onde  plane  serait,  au  bout  d'un  temps  quelconque,  parallèle  aux 
droites  suivant  lesquelles  les  vitesses  initiales  se  projetaient  sur  le  plan 
mené  par  les  deux  axes  égaux  de  l'ellipsoïde,  ou  même,  si  l'ellipsoïde 
se  changeait  en  une  sphère,  aux  directions  de  ces  vitesses  initiales. 

Concevons  maintenant  qu'au  premier  instant  plusieurs  ondes  planes, 
peu  inclinées  les  unes  sur  les  autres,  et  sur  un  certain  plan  OO'O",  se 
rencontrent  et  se  superposent  en  un  certain  point  0.  Le  temps  venant 
à  croître,  chacune  de  ces  ondes  se  propagera  dans  l'espace,  en  donnant 
naissance,  de  chaque  côté  du  plan  qui  divisait  primitivement  l'épais- 
seur de  l'onde  en  parties  égales,  à  trois  ondes  semblables  renfermées 
entre  des  plans  parallèles,  mais  douées  de  vitesses  de  propagation  dif- 
férentes. Par  conséquent,  le  système  d'ondes  planes  que  l'on  considé- 
rait au  premier  instant  se  subdivisera  en  trois  autres  systèmes,  et  le 
point  de  rencontre  des  ondes  qui  feront  partie  d'un  même  système  se 
déplacera  suivant  une  certaine  droite,  avec  une  vitesse  de  propagation 
distincte  de  celle  des  ondes  planes.  Soient^,  j,  z  les  coordonnées  de 
ce  point  de  rencontre,  et  faisons,  pour  abréger, 

(lo)  ^  ^i^'b,c,s)  =  {Sl-s^-){d\\-s^){dZ-s'-)~r-{-^~s^) 

Pour  calculer,  au  bout  du  temps  t,  les  valeurs  de  x,  y,  z,  on  devra, 
dans  l'équation  (6)  ou  (9),  considérer  s  comme  une  fonction  de  a,  h, 
c,  déterminée  par  la  formule  (i5)  du  §  I,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
parla  suivante 

('0  Y{a,b,c,s)  =  o, 

et  joindre  à  l'équation  (6)  ou  (9)  celles  qu'on  en  déduit  en  attribuant 
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aux  trois  paramt;trcs  a,  h,  c,  ou  seulement  à  l'un  d'entre  eux,  des 
accroissements  infiniment  petits  (').  Donc,  les  coordonnées  x,  y,  z 
du  point  de  rencontre  des  ondes  planes  qui  feront  partie  d'un  même 
système  seront  déterminées  par  l'équation  (G)  jointe  aux  formules 

ds  ds  ds 

ou  par  l'équation  (9)  jointe  aux  formules 

ds  ds  ds 

^     '  da  -^  db  de 

suivant  que  les  ondes  dont  il  s'agit  se  propageront  d'un  côté  ou  d'un 
autre  par  rapport  au  plan  00' 0".  De  plus,  comme,  au  bout  du  temps  /, 
les  formules  (12)  ou  (i3)  suffiront  pour  fixer  les  valeurs  de  x,  y,  z,  il 
est  clair  que  ces  formules  devront  entraîner  l'équation  (6)  ou  (9).  Or 
c'est  oe  dont  il  est  facile  de  s'assurer  directement.  En  effet,  si,  dans  la 
formule  (10),  on  substitue  les  valeurs  de  4;^,  on,  dJo,  (S,  ^,  A  données 
par  les  équations  (7),  (8)  du  §  I,  on  obtiendra  pour  F(«,  h,  c,  s)  une 
fonction  homogène  de  a,  b,  c,  s.  Donc  la  formule  (i  i)  donnera  pour  s 
une  fonction  homogène  de  a,  b,  c,  du  premier  degré,  en  sorte  qu'on 

(1)  Dans  les  formules  (0)  ou  (9)  et  (11),  les  trois  paramètres  «,  b,  c,  étant  les  cosinus 
des  angles  compris  entre  une  certaine  droite  et  les  demi-axes  des  coordonnées  positives, 
sont  liés  entre  eux  par  l'équation 

Mais  on  doit  observer  que  le  plan  représenté  par  l'équation  (6)  ou  (g)  ne  se  déplacera 
point  si  les  valeurs  «,  /',  c,  .v  varient  dans  un  môme  rapport,  et  qu'alors  ces  valeurs  con- 
tinueront de  satisfaire  à  la  formule  (11),  en  cessant  de  vérifier  la  condition 

rt:2^_^2_^c2  =  I. 

11  en  résulte  qu'en  prenant  pour  s  une  fonction  de  «,  b,  c  déterminée  par  la  formule  (ii) 
on  peut,  dans  l'équation  (6)  ou  (9),  supposer  les  trois  paramètres  o,  b,  c  indépendants 
l'un  de  l'autre.  Dans  cette  hypothèse  on  établit  facilement  les  formules  (12)  ou  (i3);  cl, 

comme  —  >  -rr»  -r  sont  des  fonctions  homogènes  de  a,  b^  c  d'un  degré  nul,  il  est  clair 
da     00     oc 

,X      Y     z  .  b      C 

que  ces  formules  déterminent  les  rapports  7  '  7"  '  7  ^n  fonctions  des  rapports  -  ,  -y  quelle 

que  soit  la  valeur  du  trinôme  a^-^-b^-^c^,  par  conséquent  dans  le  cas  où  ce  trinôme  môme 
se  réduit  à  l'unité. 
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aura  ideiitiqucment 

,   /  -,  as       ,  ds  ds 

aa  où  de 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i4),  et  combinant  entre  elles, 
j)ar  voie  d'addition,  les  formules  (12)  et  (i3)  respectivement  multi- 
pliées par  a,  h,  c,  on  reproduit  évidemment  l'équation  (G)  ou  (9). 

Il  est  important  d'observer  que,  s  étant  une  fonction  homogène  du 
premier  degré  en  a,  h,  c,  les  dérivées  |^'  |^'  ^  seront  des  fonctions 
homogènes  d'un  degré  nul,  ou,  en  d'autres  termes,  que  ces  dérivées 
dépendront  uniquement  des  rapports  -,  -•  Cela  posé,  concevons  que, 
entre  les  formules  (12)  ou  (i3),  on  élimine  les  rapports  dont  il  s'agit. 
L'équation  produite  par  cette  élimination  sera  de  la  forme 

(.5)  "(■7.f7)  =  °- 

et  représentera  une  certaine  surface  courbe,  qui  sera  touchée,  au  bout 
du  temps  /,  par  les  plans  tracés  de  manière  à  diviser  en  parties  égales 
les  épaisseurs  très  petites  des  ondes  ci-dessus  mentionnées.  Cette  sur- 
face courbe  sera  donc  l'enveloppe  de  l'espace  traversé  par  les  plans 
dont  il  s'agit.  Nous  la  nommerons,  pour  abréger,  surface  des  ondes. 

Si,  au  bout  du  temps  t,  l'on  désigne  par  a',  h',  c'  les  cosinus  des 
angles  que  forme  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  à  la  surface  des 
ondes,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  et  par  r'  ce 
même  rayon  vecteur,  les  valeurs  de  x,  y,  z  correspondantes  à  l'extré- 
mité du  rayon  r'  seront  déterminées  par  les  formules 

(16)  .r  =  a'r',         y—b'x',         z  =  c't'. 

Par  suite,  l'équation  (i.>)  donnera 

(.7)  n(a'^,6'fc'0=o;. 

et  l'on  en  déduira,  pour  r',  une  valeur  générale  de  la  forme 

('8)  v'=ztTu{a',b\c'). 
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Donc,  le  temps  venant  à  croître,  le  rayon  vecteur  x'  croîtra  proportion- 
nellement au  temps  ou,  en  d'autres  termes,  la  vitesse  avec  laquelle 
l'extrémité  du  rayon  r'  se  déplacera  dans  l'espace  sera  une  vitesse  con- 
stante pour  une  direction  donnée  de  ce  rayon,  et  la  surface  des  ondes 
acquerra  des  dimensions  de  plus  en  plus  grandes,  sans  cesser  d'être 
semblable  à  elle-même. 

Il  existe  des  relations  dignes  de  remarque  entre  la  surface  des  ondes 
et  celle  dont  les  coordonnées  x,  y,  z  vérifient  l'équation 

(19)  •  F(x,  y,  z,  0  =  0. 

\in  effet,  désignons  par  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  à  cette 
dernière  surface  de  manière  à  former,  avec  les  demi-axes  des  coordon- 
nées positives,  les  angles  "X,  [Ji,  v,  dont  les  cosinus  sont  a,  h,  r.  Les 
coordonnées  x,  y,  z  de  l'extrémité  du  rayon  r  étant  liées  à  ce  rayon  par 
les  formules 

(9.0)  x  =  ar,         y-zbx,         z  =  cr, 

l'équation  (19)  donnera 

(21)  Y{ar,  /jt,cr,  t)  =  o, 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  attendu  que  F(  x,  y,  z,  /)  est  une  fonction 
homogène  de  x,  y,  z,  /, 

{'A2)  vla,b,c,-^=o. 

Or,  les  diverses  valeurs  de  -  déduites  de  l'équation  (-l'i)  coïncideront 
évidemment  avec  les  diverses  valeurs  de  s  déduites  de  la  formule  (1 1). 
D'autre  part,  si,  dans  l'équation  (G)  ou  (9),  qui  représente  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  des  ondes,  on  pose 

(23)  5=^ 

on  trouvera 

(24)  au^-hby  +  cz-±~- 

OF.Ui'res<leC—^.l\,t.\\.  ^^ 
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I^]ntin,  il  est  clair  que  la  formule  (22)  représentera  un  plan  mené  per- 
pendiculairement au  rayon  vecteur  r  par  un  point  situé  sur  ce  rayon 
vecteur  à  la  distance  -  de  l'origine  des  coordonnées.  On  peut  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IL  —  Construisez  la  surface  représentée  par  l'équation  (lo^)^ 
et,  après  avoir  mené  de  l'origine  à  cette  surface  un  rayon  vecteur  r,  portez 
sur  ce  rayon  vecteur,  à  partir  de  l'origine,  une  longueur  égale  au  rapport 
qui  existe  entre  le  carré  du  temps  et  ce  même  rayon.  Menez  enfin,  par 
l'extrémité  de  cette  longueur,  un  plan  perpendiculaire  à  sa  direction.  Ce 
plan  sera  le  plan  tangent  à  la  surface  des  ondes.  Par  conséquent,  cette 
dernière  surface  sera  V enveloppe  de  l'espace  que  traverseront  les  divers 
plans  qu'on  peut  construire  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire. 

Nous  observerons  encore  que,  en  vertu  des  formules  (16)  et  (20), 
l'équation  (24)  peut  être  réduite  à 

(20)  xx' {aa' +  bb' -\- ce')  =z±t- 

ou  bien  à 

(26)  x\+  yy  -i-  zz-=±  t^. 

D'ailleurs,  si  l'on  nomme  -;  l'angle  compris  entre  les  rayons  vecteurs 
menés  de  l'origine  à  deux  points  correspondants  {x,y,  z),  (x,  y,  z)  des 
deux  surfaces  représentées  par  les  équations  (i5)  et  (19),  on  aura 

(27)  cos-]  =  aa' 4- 6^' 4- ce'. 
Donc,  l'équation  (2$)  donnera 

(28)  rr'coST  =±:  ^2_ 

Or  il  résulte  évidemment  de  la  formule  (28)  qu'en  multipliant  les 
rayons  vecteurs  r  et  r'  par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  eux, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  premier  de  ces  rayons  vecteurs  par  la 
projection  du  second  sur  le  premier,  on  obtiendra  toujours  un  produit 
égal  au  carré  du, temps. 
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La  fonction  V(a,h,c,s),  déterminée  par  l'équation  (lo),  est  du 
sixième  degré  par  rapport  à  s,  et  du  troisième  degré  par  rapport  à  s-. 
Donc,  la  formule  (ii)  fournira  généralement  trois  valeurs  de  s-,  aux- 
quelles répondront  trois  nappes  différentes  de  la  surface  des  ondes. 
Soit 

(29)  5-  =  .f(a,  6,  c) 

l'une  de  ces  valeurs.  L'équation  (19)  donnera,  pour  /-,  une  valeur  cor- 
respondante, savoir 

(30)  t-=:  ^{\,y,z), 

et  '^(x,  y,  z)  sera  une  fonction  homogène  du  second  degré.  De  plus, 
celle  des  trois  nappes  de  la  surface  des  ondes  à  laquelle  se  rapportera 
la  valeur  ^'(«,  b,  c)  de  s^  sera  l'enveloppe  de  l'espace  que  traverse  le 
plan  mobile  dont  les  coordonnées  x,  r,  z  satisfont  à  l'équation  (2G) 
quand  on  considère  x,  y,  z  comme  des  paramètres  variables  assujettis 
à  vérifier  la  condition  (3o).  Cela  posé,  faisons,  pour  abréger, 

^.,           X        '  drf(x,  y,  z) 
a»(x,  y,  z)  = ~ y 

I  d''f{x,y,z) 

I  ,Tr.  ,       I  ().f(x,y,  z) 

W(\,  y,  z)  = 5 

\      ^     -^     ^       2  dz 

Puisque,  en  difPérentiant,  par  rapport  aux  paramètres  x,  y,  z,  les  for- 
mules (26),  (3o),  on  obtiendra  les  suivantes 

(3a)  a:dx-^ydy-i-zdz=:o, 

(33)  4»(x,  y,  z)<ix-(-X(x,  y,  z)rfy  +  't'(x,  y,  z)  dz  ~  o, 

et  que,  en  égalant  à  zéro,  dans  l'équation  (,33),  les  coellicients  des  dif- 
férentielles dx,  dy,  après  avoir  éliminé  dz  à  l'aide  de  la  formule  (32). 
on  trouvera 

0(x,y,z)_X(x.y,z)_y(x,y,z). 

(34)  X-         -         r~~  =         ' 


(3i)  '  X(x,  y,  z) 
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il  est  clair  que  Féquation  de  la  nappe  ci-dessus  mentionnée  sera  four- 
nie par  l'élimination  des  paramètres  x,  y,  z  entre  les  formules  (26), 
(3o)  et  (34).  Comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  du  théorème  des 
fonctions  homogènes, 

(35)  X  a>(x,  y,  z)  +  y  X(x,  y,  z)  +  z  W{x,  y,  z)  =  .f  (x,  y,  z), 

on  tirera  de  l'équation  (34)»  jointe  aux  formules  (26)  et  (3o), 

^_^       <I»(x,y,z)       X(x,y,z)       W(x,y,z)           ;f(x,y,  z)      _^^ 
(  Sb  )         ■ =  =^  —  ; ; —  ^^  I  » 

^     '  X  y  -  ^x+/y-4-^z 

et,  par  conséquent, 

(37)  (^{\,\-,z)-—x,  X(x,y,  z)=7,  ^'(x,y,  z)  =  :;,    . 
OU 

(38)  0(x,y,z)=-a',         X(x,y,z)  =  -7,         "»r(x,y,  z)  =- :;. 

Donc,  pour  obtenir  l'équation  de  la  nappe  dont  il  s'agit,  il  suffira  do 
substituer,  dans  la  formule  (3o),  les  valeurs  de  x,  y,  z  exprimées  en 
fonctions  de  x,  y,  z,  à  l'aide  des  formules  (37)  ou  (38).  Observons, 
au  reste,  que  les  fonctions  homogènes  ^(x,  y,  z),  ^"^(x,  y,  z,  t)  étant 
de  degré  pair,  et  les  fonctions  dérivées  2$(x,  y,  z),  2X(x,  y,  z), 
'2W(\,  y,  z)  de  degré  impair,  les  valeurs  de  x,  y,  z  changeront  de  signe 
avec  X,  j,  z,  de  sorte  qu'on  arrivera  au  même  résultat  en  partant  des 
équations  (37)  ou  des  équations  (38),  et  qu'on  pourra  réduire  la  for- 
mule (36)  à  la  suivante  : 

(3  ^(x,y,  z)  _  X(x,y,z)  ^  ^(x,y,  z)  ^^ 

Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons  d'éta- 
blir, supposons  que,  en  résolvant  la  formule  (ii\  on  obtienne  pour  .v- 
une  valeur  de  la  forme 

(4o)  x-=:  ûa-+  b6-+  rc-+  n'^hc  -\-  lica  -V  liab. 


(44) 
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L'équation  (3o)  deviendra 

(4i)  t^=  ci\^+  ^f-+  fz2+  2byz  +  2ez\H-  afxy, 

et,  par  suite,  les  formules  (37)  donneront 

(42)  rtx4-fy  H- fz  =  .r,         fx  +  by  +  &z=:y,         ex.  +  îiy  +  rz  =r  :;. 
Or,  en  substituant,  dans  l'équation  (41),  ou  plutôt  dans  la  suivante 

(43)  t^-  =  xx+yy  -\-zz, 

les  valeurs  de  x,  y,  z  tirées  des  formules  (42),  savoir 

(bc-  î)2)^_l_(î,e_  rf)y4- (fi)_bc)^ 

X  —  ■ — ~~ y 

abc  —  aî>^ — be- — ci- +  itti 

__  (if  —  ti)x  -4-  (ctt  —  t^)y  +  (cf  —  aî>)z 
^  abc  —  ay- — bc"^— rP-i- 2Î>cf 

_  (fïr  —  be)^  +  (ef  —  «ti) j  +  ("l»  —  f^)^ 
ûbf  —  ûb'^  —  bf  "^  —  rf  ^  +  2  bff 

on  trouvera 

(bf  —  î)2)a^2+(ra  —  c^)j2+  (ab  — (^)j--f-2(cf— aîi)jc  +  2(ft  —  bc):;a:  +  2(bc  —  cf).rj 

ûbf  —  aî|2  —  bf  =*  —  ff2  _|_  2  iif f 

Telle  est  l'équation  qui  représentera  une  nappe  de  la  surface  des  ondes, 
si  la  valeur  de  ^%  correspondante  à  cette  nappe,  est  donnée  par  la  for- 
mule (4o).  Si  l'équation  (4i)  appartient  à  un  ellipsoïde,  la  nappe 
représentée  par  l'équation  (44)  sera  un  second  ellipsoïde,  et  les  rayons 
vecteurs  menés  de  l'origine  à  deux  points  correspondants  de  ces  ellip- 
soïdes seront  tellement  liés  entre  eux  que  le  produit  de  ces  rayons  vec- 
teurs par  l'angle  aigu  qu'ils  comprennent  sera  égal  au  carré  du  temps. 
Si,  dans  la  formule  (40),  on  substitue  la  valeur  de  s  tirée  de  l'équa- 
tion (G)  ou  (9),  on  trouvera 

(45)       (aa--\-  bZ;-+  rc--h  'i'isbc  +  2fca  +  2{ah)r-=  {ax  +  by  -f-  czy. 

Or,  au  lieu  d'éliminer  x,  y,  z  entre  les  formules  (4i)»  (42),  on  pour- 
rait éliminer  a,  h,  c  entre  l'équation  (45)  et  ses  dérivées  prises  succes- 
sivement par  rapport  à  chacune  des  trois  quantités  a,  h,  c.  En  opérant 


t^ 
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ainsi,  on  obtiendrait  l'équation 


.^C](^-^\u 


f  J  \  f'  J  \  L\ 

'  -(-f)(-f)(-f)=». 

qui  coïncide  effectivement  avec  la  formule  (44). 

Si  la  valeur  de  s"-,  déterminée  par  la  formule  (^|o),  se  réduisait  à 

(47)  s'-—(xa'--\-\ib''--^tc^, 

l'équation  (44),  qui  représente,  au  bout  du  temps  /,  la  surface  de 
Tonde,  deviendrait 

(48)  ^  +  {_4_:l^,.. 

a  b  r 

Supposons  maintenant  que  i{a,  b,c)  désigne  seulement  une  valeur 
approchée  de  s-,  et  que  l'on  trouve,  en  poussant  plus  loin  l'approxi- 
mation, ou  même  en  ne  négligeant  rien, 

(49)  s-  —  î{a,b,c)-\-{ia,b,c). 

Pour  obtenir  la  nappe  de  la  surface  des  ondes  à  laquelle  correspondra 
la  valeur  précédente  de  s\  il  faudra  substituer,  non  plus  dans  la  for- 
mule (3o),  les  valeurs  de  x,  y,  z  fournies  par  les  équations  (37),  mais 
dans  la  formule 

(50)  f.,^^^^,^y^^j^_^^^^,^^,^^,^^ 

les  valeurs  de  x',  y',  z'  fournies  par  les  équations 

j  0(x',y',z')-+-9(x',y',z')  =  ^-, 

(50  <  X(x',y',z')^x(x',y',z')=j, 

'P'(x',y',z')+^(x',y',z')rz:c. 


'X 

du 

I 

dU 

x,y, 

z) 

2 

^y 

I 

dn 

x,y, 

z) 

A  LA  THÉORIE  DE  LA  LUMIÈRE.  M5 

on  faisant,  pour  abréger, 

I  9(x,y,  z)  — 

(52)  /  xi^^y^^)'-' 

[4^(x,y,z)-=^        dz 

Supposons  maintenant  que,  les  quantités  f(x,y,z)  et  x'— x,  y'— y, 
//—  z  étant  considérées  comme  infiniment  petites  du  premier  ordre, 
on  néglige  les  infiniment  petits  du  second  ordre.  En  ayant  égard  au 
théorème  des  fonctions  homogènes,  on  tirera  des  équations  (5i),  res- 
pectivement multipliées  par  x',  y',  z', 

(53)  ^x'4-7y'+  zz'=  ^\',  y',  z')  +  f(x',  y',  z'), 
ou,  à  très  peu  près, 

(54)  xx'+yy'-^  zz'=  ^{\',  y',  z')  +  f(x,  y,  z). 
Comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (35)  et  (37), 

(55)  œ\-^yy-hzz  =  ^{\,y,z), 

on  trouvera  encore 

a-{\'-  x)  +  r(y'—  y)  +  -(z'—  z) 

=:.f(x',y',z')  — ;^(x,y,  z)  +f(x,  y,  z) 
=:2[(x'-x)0(x,y,z)4-(y'-y)X(x,y,z)-f-(z'-z)^'(x,y,z)]  +  f(x,y,z) 

=  2[.r(x'—  x)  +  j(y'—  y)  +  z{z'—  z)]  +  f(x,  y,  z), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(56)  ^(x'-x)-nr(y'  — y)-4-3(z'-z)-----f(x,y,z), 

et,  par  conséquent, 

(57)  jox' -^ yy' -h  zz'  =  x\  -\- yy  -^  zz  -  {{\,  y,z)  -  ri {X,  y,  1)  -  r(x,y,  z). 

Cela  posé,  les  formules  (.)o)  et  (53)  donneront 

(58)  ^-  — #(x,  y,  z)  — f(x,  y,  z). 
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Telle  est  l'équation  qui  représentera,  sans  erreur  sensible,  une  nappe 
de  la  surface  des  ondes,  cette  nappe  étant  relative  à  la  valeur  de  s-  que 
détermine  la  formule  (49)- 

Au  reste,  les  méthodes  que  nous  venons  d'indiquer  comme  propres 
à  fournir  les  diverses  nappes  de  la  surface  (i5)  seraient  évidemment 
applicables  dans  le  cas  même  où  l'on  désignerait  par  B(a,  h,  c,s),  non 
plus  une  fonction  homogène  du  sixième  degré,  déterminée  par  l'équa- 
tion (to),  mais  une  fonction  homogène  de  degré  quelconque. 

Revenons  maintenant  à  la  formule  (lo).  Cette  formule  se  trouvera 
réduite  à  l'équation  (48)  du  §  I,  si  l'élasticité  du  système  de  molé- 
cules que  l'on  considère  reste  la  même  en  tous  sens  autour  d'un  point 
quelconque.  Par  suite,  les  trois  valeurs  de  s,  représentées  par  s',  s",  s'", 
se  réduiront  à  celles  que  déterminent  les  formules  (49)  du  §  I,  savoir 

(09)  s'-'=s"'-^    R  +  l::^(R  +  I)(a2+Z,2+e-^), 

(60)  s"'-=  3R  +  I  =  (3R +  !)(«-+ Z>^+c-). 

Donc  alors,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan  OO'O'qui,  au  premier 
moment,  divise  en  deux  parties  égales  l'épaisseur  d'une  onde  plaue, 
la  propagation  du  mouvement  de  chaque  côté  du  plan  OO'O"  donnera 
seulement  naissance  à  deux  ondes  planes  dont  les  vitesses  de  propaga- 
tion seront 

(<iO  (R  +  I)^     (3R  +  I)S 

et  la  surface  des  ondes  se  réduira  au  système  de  deux  surfaces  sphé- 
riques  qui  seront,  au  bout  du  temps  /,  représentées  par  les  équations 

(6.)  -^^^^'^^ 

Alors  aussi  les  formules  (i3),  (45)  ot  (40)  du  §  I  donneront 

(  2R(acîU  +  ^;ill,4-c3)~  =i2R(aa, -f-èill,  ■4-c£)4 
(64)     <    . 

1  —2K{aX-\-bMi\>^c^)^—s'—'^-\. 
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D'ailleurs,  si,  dans  la  formule  (G4),  on  pose  s-=  R  +  I,  on  en  con- 
clura 

(a^-^  ^1)1, +  cS)  -?•  =(aol,  +  61)!,  4-cS)—  =  (orJl,  +  6\IJ,  +  cS)  ^  —  o, 
cl)  ub  o 

et,  par  conséquent, 

(65)  flîol,  +  Z;!)'.)  +  c3  =0, 

attendu  que  les  quantités  a,  b,  c,  liées  entre  elles  par  la  condition 

a'  H-  ^*  +  c^  =  I , 

ne  peuvent  s'évanouir  simultanément.   Si  l'on  pose,  au  contraire, 
^2=  3R  _j_  i^  on  tirera  de  la  formule  (64) 


a 

abc                      1 

et,  par  suite. 

„{,  ■"  D!)  "~  S  ~  ac\,  +  6\)b  -h  c3 

(66) 

^                 c                          y/«2  ^   ^i  +  c2 

De  plus,  comme  deux  racines  égales  de  l'équation  (i  i)  correspondent 
à  la  première  des  ondes  planes  ci-dessus  mentionnées,  cette  onde  plane 
pourra  être  considérée  comme  produite  par  la  superposition  de  deux 
autres  ondes  de  même  espèce.  Cela  posé,  il  résulte  évidemment  des 
formules  (65),  (G(j)  que  les  déplacements  et  les  vitesses  absolues  des 
molécules  se  mesureront,  dans  la  première  onde,  suivant  des  droites 
parallèles  au  plan  OO'O",  et  dans  la  deuxième  onde,  suivant  des  droites 
perpendiculaires  au  même  plan. 

Si  la  quantité  I,  c'est-à-dire  la  pression  supportée  par  un  plan  quel- 
conque dans  l'état  naturel  s'évanouissait,  les  vitesses  de  propagation 
de  la  première  et  de  la  deuxième  onde  deviendraient  respectivement 

(67)  V^,    V^SR, 

et  la  surface  des  ondes  se  réduirait  au  système  des  deux  surfaces  sphé- 

OEuires  de  C.  —  S.  Il,  t.  IX.  53 
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riques  représentées  par  les  équations 

(68)  ^l±p:±'  =  ,., 

(69)  -"-3%— ==^^- 

En  général,  lorsque  de  la  formule  (10),  combinée  avec  les  for- 
mules (33)  et  (8)  ou  (38)  et  (36)  du  §  I,  on  a  déduit  les  trois  valeurs 
■  de  s^  relatives  au  cas  où  les  coefficients 

(70)  3,     Î3,     C,     B,     (Ê,     £         ou         G,     H,     l 

des  formules  (7)  ou  (35)  (§  I)  s'évanouissent,  il  suffît  évidemment 
d'ajouter  à  ces  valeurs  le  polynôme 

(71)  aa2+<362+€c2+ 2l)Z?c4- 2€ca  + 2iFaZ> 

ou 

(72)  Ga-+H62+Ic% 

pour  trouver  ce  qu'elles  deviennent  dans  le  cas  contraire.  On  sait  d'ail- 
leurs que  les  coefficients  (70)  représentent  les  projections  algébriques 
des  pressions  supportées  dans  l'état  naturel  par  des  plans  perpendicu- 
laires aux  axes  coordonnés. 

Supposons  maintenant  que  l'élasticité  du  système  reste  la  même  en 
tous  sens  autour  d'un  axe  quelconque  parallèle  à  l'axe  des  z.  Alors, 
en  admettant  que  les  pressions  s'évanouissent  dans  l'état  naturel,  on 
tirera  de  la  formule  (10),  jointe  aux  équations  (4i)»  (4^)  du  §  I, 

[  ¥{a,b,c,s)  =  {3Ra^-hRb'+Qc^—s-)ina--^3Rb'-^Qc^—s^){Qa^+Qb^-\-'Sc^—s') 
(73)         -^Q^b^c\3Ra^-hRb'-+Qc^—s'-)-/^Q-c^a^Ra^-i-3Rb^+Qc^—s^) 

(  —  4R*a'^''(Q«'+  Q6'+  Nc2—  .ç2)  +  i6Q^Ra^b'-c\ 

D'autre  part,  on  aura  identiquement 

{3Ra^^Rb'-+Qc-—s-'){    Ra--i- ^Rb'^-}- Qc'— s'^)  -  ^R^a^b'- 
=  {    Ra--i-Rb'-^Qc^  —  s^)i3Ra^-h6Rb^-hQc^~s^), 
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et 

=  {Ra^ -h  Rb'  +  Qc^  -  s^)  {a^  +  b^). 

Donc,  la  formule  (73)  pouvant  être  réduite  à 

,  \¥{a,  b,c,s) 

'^'^^  \      =(Ra2H-Rfeî+Qcî-^2)[(3Ra'+3RZ;*+Qc«-5^)(Qa^+Q62  +  Nc2-.vî)-4QVn«-4-^')], 

l'équation  (i  i)  se  décomposera  en  deux  autres,  savoir, 
(76)  Ra2+R^2  4-Qc5_52^o 

et 

(76)     (3Ra--f-3R62  +  Qc^-,9^)(Qa*+Q^'^  +  Nc*-5^)-4Q'-cH«'-H^')  =  o- 

Ajoutons  que  l'équation  (76),  pouvant  être  présentée  sous  la  forme 

I  (Qa2-+-Q^>-+Qc"-5'-)(3Ra2+3R6^4-Nc2-.s--^) 
^"^^         i  +[(N-Q)(3R-Q)-4Q^Jc-n«^^^'^)=o, 

sera  elle-même  décomposable  en  deux  autres,  savoir, 

(-8)  Q{a}+b^+c'')--s'-  —  o 

et 

(79)  3R(a2+^>2)-t-Nc''— s*  =  o, 

si  les  coefficients  N,  Q,  R  vérifient  la  condition 

(80)  (N-Q)(3R-Q)=r4Q^ 

Alors  on  pourra  prendre 

(8r)  5'»=    Q(a^+^=    +c')  =  Q, 

(S'.î)  s'^—    R(a2-+-6*)-hQc», 

(83)  5"'*=3R(rt«-^fe*)-f-NcS 

et,  par  suite,  les  trois  nappes  de  la  surface  des  ondes  se  réduiront  aux 


420  APPLICATION  DES  FORMULES  ETC. 

surfaces  de  la  sphère  représentée  par  l'équation 

(84)  f!!:tr!±£' = ,,, 

et  des  deux  ellipsoïdes  représentés  par  les  deux  équations 

(85)  ^-tZ_%f!_,. 

3R      ^  N  ~     • 

Alors  aussi,  en  posant  successivement  s  =  s',  s  =  s",  s  =  s'",  on  tirera 
des  formules  (i4)  du  §  I"" 


(87) 

a  b  3R-Qrt2^6'-' 

(  88  )  a  X"+  b  \SV=  o,         G"=:  o, 

(8q)  4^^ilî^__^Q_  £^ 

puis  on  conclura  des  équations  (87),  (88),  (89),  combinées  avec  les 
formules  (20),  (22),  (24)  du  §  P'',  que,  dans  les  trois  ondes  planes, 
parallèles  à  un  même  plan  OO'O",  et  dont  les  vitesses  de  propagation 
seront^',  s",  s'",  les  déplacements  absolus  des  molécules  se  mesureront 
parallèlement  aux  trois  droites  représentées  par  les  formules 


-=y  =—      ^0  c^      __  N  — Q       cz 

a        b  3K  — Q«2_^^2~-  2Q      a^+b^ 


(90) 

(9O  ax  -\'  byz=o,         z^o, 

(92)  ^  =  Z^  ^Q_f  ^3R-Q  ^ 

a        b       N  — Qc  2Q       c' 

Or  il  résulte  des  équations  (91)  que,  dans  les  ondes  planes  dont 
la  vitesse  de  propagation  sera  /',  les  droites  suivant  lesquelles  se 
mesureront  les  déplacements  dos  molécules  resteront  toujours  paral- 
lèles au  plan  OO'O"  et  perpendiculaires  à  Taxe  des  z.  Au  contraire, 
il  suit  des  formules  (90)  et  (92)  que,  dans  les  ondes  planes  dont  les 
vitesses  de  propagation  seront  s"  et  s'\  les  droites  suivant  lesquelles 
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se  mesureront  les  déplacements  des  molécules  resteront  toujours  com- 
prises dans  des  plans  parallèles  à  l'axe  des  z  et  perpendiculaires  au 
planOO'O". 

Si,  la  condition  (80)  étant  vérifiée,  ainsi  que  les  conditions  (Sq)  du 
§  F%  on  ne  supposait  pas  les  pressions  nulles  dans  l'état  naturel,  il 
faudrait  aux  formules  (81),  (82),  (83)  substituer  les  suivantes 

(93) 
(94) 
(95) 

et  par  conséquent  les  trois  nappes  de  la  surface  des  ondes  coïncide- 
raient avec  les  surfaces  des  trois  ellipsoïdes  représentés  par  les  équa- 
tions 

.^2  a-  y2  ^2 

(96)  TTIITh  +  Q^TÎ  =  ^'' 


S'^zn 

(R 

+  H)(a^ 

+  h'-) 

+  (Q 

+  I)c'-, 

s"-''  = 

(R 

-t-H)(a^ 

+  b'-) 

+  (Q 

+  I)c% 

8"^= 

(3R 

+  H)(a^ 

-^b^) 

+  (N 

-+-I)c^ 

Q 

4- 

H 

a;- 

+  y2 

R 

+ 

II 

^2 

+ 

y' 

(97'  irnr  "^  on  ^  ''* 

Quant  aux  déplacements  absolus  des  molécules  dans  les  ondes  planes 
dont  les  vitesses  de  propagation  seraient  s',  s",  s'",  ils  se  mesureraient 
toujours  suivant  des  droites  parallèles  à  celles  que  représentent  les 
formules  (90),  (91),  (92). 

Il  est  important  d'observer  que  la  condition  (80)  se  trouve  remplie, 
en  même  temps  que  les  conditions  (43)  du  §  I",  dans  le  cas  où  l'élas- 
ticité du  svstème  que  l'on  considère  est  la  même  en  tous  sens  autour 
d'un  point  quelconque.  Alors  aussi  on  a 

(99)  3R-Q  =  N-Q  =  2Q, 

et  la  formule  (92),  réduite  à 

montre  (jue,  dans  la  troisième  onde,  les  déplacements  absolus  des  moIé- 


(lO.) 
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cilles  so  mesurent  suivant  des  droites  perpendiculaires  au  plan  OO'O". 
Ajoutons  que,  si  la  condition  (99)  n'est  pas  rigoureusement  mais  sen- 
siblement vérifiée,  il  en  sera  de  même  de  la  formule  (100),  et  que  par 
suite  les  déplacements  absolus  des  molécules  dans  la  troisième  onde 
se  mesureront  suivant  des  droites  sensiblement,  mais  non  exactement 
perpendiculaires  au  plan  OO'O". 

On  pourrait  demander  si  le  cas  où  l'on  suppose  la  condition  (80)  vé- 
rifiée est  le  seul  dans  lequel  les  deux  valeurs  de  s-,  fournies  par  l'équa- 
tion (76),  se  réduisent  à  des  fonctions  rationnelles  de  a,  b,  c.  Pour 
répondre  à  cette  question,  il  suffira  d'observer  qu'on  tire  générale- 
ment de  l'équation  (76) 

]  2 

(  ±-h/(3R-Q)Ma2+6^)='+2[8Q^-(3R  — Q)(N  — Q)](a^+6-^)c2+(N  — Q)*c*. 

Or  la  valeur  précédente  de  s"^  deviendra  une  fonction  rationnelle  de  a, 
h,  c,  si  la  quantité  comprise  sous  le  radical  est  un  carré  parfait,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  si  l'on  a 

(102)  8Q2-(3R-Q)(N-Q)=±(3R  — Q)(N-0); 

et  suivant  qu'on  réduira  le  double  signe  i  au  signe  +  ou  au  signe  —, 
la  formule  (102)  reproduira  la  condition  (80)  ou  la  suivante 

(io3)  Q  —  o. 

Donc,  si  le  coefficient  Q  n'est  pas  nul,  l'équation  (76)  ne  pourra 
fournir  une  valeur  rationnelle  de  ^^  à  moins  que  les  trois  quantités  Q, 
R,  N  ne  satisfassent  à  la  condition  (80).  Remarquons  d'ailleurs  que, 
si,  les  pressions  étant  nulles  dans  l'état  naturel  du  système  que  l'on 
considère,  le  coefficient  Q  s'évanouissait,  les  valeurs  de  s-  déterminées 
par  les  formules  (70),  (76)  deviendraient 

(io4) 

(.o5) 
(106) 


s^-. 

=  Nc% 

S^: 

=  R{a^+b-^), 

S^: 

=  3n{a'--hb^). 

A   LA  THÉORIE  DE   LA   LUMIÈRE.  i23 

Alors  aussi  les  trois  nappes  de  la  surface  des  ondes  disparaîtraient 
et  se  trouveraient  remplacées  par  des  points  et  des  cercles.  En  etl'et, 
on  tirerait  des  formules  (37)  ou  (38)  et  (3o)   :   i**  en   supposant 

^(x,  y,  z)  =  Nz-, 

(107)  a:  =  o,         y=^o,  ^=^^ 
2*'  en  supposant  #(x,  y,  z)  =  R(x-  -f-  y-), 

rpî  -4-   v' 

(108)  —^=t\         z=.o; 
3^  en  supposant  .f  (x,  y,  z)  =  3R(  x^  -*"  y^)» 

.x^  H-  y- 

(109)  3j^       =^S         ^  =  0. 

Donc,  au  bout  du  temps  /,  les  ondes  planes  douées  de  la  vitesse  de 

i 
propagation  ±  N'c  passeraient  toutes  par  l'un  des  deux  points  situés 

± 
sur  l'axe  des  :;  à  la  distance  N't  de  l'origine  des  coordonnées,  tandis 

que  les  plans  tracés  de  manière  à  diviser  en  parties  égales  les  épais- 

seurs  des  ondes  douées  de  la  vitesse  de  propagation  R"(«--f-  h^)'-  ou 

3^R"  (a'  +  b^y^  toucheraient  les  circonférences  de  cercles  représentées 
parles  équations  (108)  ou  (109). Enfin  l'on  tirerait  des  formules  (i4)» 
(4i)  et  (42)  du  §  l"  :  1°  en  supposant  s'^  =  Nc^, 

(110)  Jla  =  O,  l)b  -— O,  G— ±1; 

2"  en  supposante' —  R(a'* -h />-), 

(m)  «ol,  H- 6i)l)  — o,         S=:o; 

3**  en  supposant  s^  =  3R(rt^  +  />-), 


(1 12)  —  =  7- 

^       ^  a         b 


o. 


Par  suite,  dans  les  ondes  planes  dont  les  vitesses  de  propagation 
seraient  données  par  les  formules  (lo'j),  (io5)  et  (106),  les  dépla- 
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céments  absolus  des  molécules  se  mesureraient  parallèlement  aux 
droites  représentées  par  les  équations 

(ii3)  ^  =  0,^  =  0, 

(ii4)  ax  -{-  by  =  0y         z=io, 

(iio)  -=T'  -  =  o- 

a        b 

Or  ces  trois  droites  se  confondent,  la  première  avec  l'axe  des  z,  la  se- 
conde avec  la  perpendiculaire  menée  à  cet  axe  dans  le  plan  OO'O"  que 
représente  l'équation  (2),  et  la  troisième  avec  une  perpendiculaire  au 
plan  des  deux  premières. 

Si,  les  pressions  n'étant  pas  nulles  dans  l'état  naturel,  le  coeffi- 
cient Q  s'évanouissait,  il  faudrait  aux  formules  (to4),  (io5),  (106)  sub- 
stituer les  suivantes 

(116)  ^2— H(a2  4-Z;2)  +  (N_j_i)c2, 

(117)  .ç'-=(R  +  H)(«2+/>-)  +  lc% 

(118)  ^^=(3R4-H)(«2+62)  +  IcS- 

et,  par  conséquent,  les  trois  nappes  de  la  surface  des  ondes  coïncide- 
raient avec  les  surfaces  des  trois  ellipsoïdes  représentés  par  les  équa- 
tions 

(1,9)  -^  +7     , 


(120) 
(12O 


Quant  aux  déplacements  absolus  des  molécules  dans  les  ondes  planes, 
ils  se  mesureraient  toujours  suivant  des  droites  parallèles  à  celles  que 
représentent  les  formules  (r  i3),  (ii4)  et  (ii5). 

Lorsque,  l'élasticité  du  système  restant  la  même  en  tous  sens  autour 
de  l'axe  des  z,  les  valeurs  de  s-  fournies  par  l'équation  (76)  sont  des 


H           N  +  I 

—  t  , 

^2_^^2              -2 

R  +  H  ^  I 

=  t\ 

^2    ^      y2                          ^2 

3R-4-H^  I 

=  t\ 
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fonctions  irrationnollos  de  a,  h,  c,  chacune  de  ces  valeurs  est  de  la 
forme 

(122)  s^=ê[{a^+b^)\c\. 

Or,  en  substituant  l'équation  (122)  avec  la  suivante 

(.23)  <2=^[(x2+y2)iz] 

aux  formules  (29),  (3o),  et  posant  d'ailleurs 

(.^4)  ^(x,  z)  =  -  --^-,  W(x,  z)  =  -  --^-—  , 

on  reconnaîtra  sans  peine  que,  pour  obtenir,  dans  l'hypothèse  admise, 
l'équation  propre  il  représenter  une  nappe  de  la  surface  des  ondes,  il 
suffit  d'éliminer  x,  y,  z,  non  plus  entre  les  formules  (3o)  et  (37)  ou 
(38),  mais  entre  l'équation  (i23)  et  les  formules 


v'x.'''  -f-  y' 


V^x^  +  y^ 
z=w[{x'--i-y')K7], 


ou 


\/x--h.V^ 

(  '  '^^  )  \y= ^L=  «^  f  (  x^  +  y'  )\  7] , 

V'x-  4-  y'      " 

Or,  dans  cette  élimination,  on  pourra  évidemment  aux  équations  { 1 25) 
ou  (126)  substituer  les  formules 

(r27)  (;r'  +  7*)^=o[(x'-i-y')%zJ,         ^  =  ^-^ix-^-r- v^)S  zj, 

OU 

(128)         (.r'+vî)*r:r-<p[(x'-f-yMSz],         5--»J-^[(x^-+-yMizJ; 

OF.uvres  de  C.  —  S.  Il,  l.  IX.  ^4 
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et,  comme  on  tirera  de  ces  dernières,  combinées  avec  la  formule  (i  i3), 
une  équation  de  la  forme 

il  est  clair  que,  dans  la  surface  des  ondes,  les  deux  nappes  correspon- 
dantes aux  valeurs  de  s^  déterminées  par  la  formule  (76)  seront  des 
surfaces  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z.  Cette  conclusion,  qu'il 
était  aisé  de  prévoir,  s'étend  au  cas  même  où,  les  pressions  n'étant  pas 
nulles  dans  l'état  naturel,  on  devrait  modifier  les  deux  valeurs  de  s-  ci- 
dessus  mentionnées,  en  ajoutant  à  chacune  d'elles  le  trinôme 

(i3o)  H(a--^62)  +  Ic^ 

Quant  à  la  troisième  nappe  de  la  surface  des  ondes,  elle  coïncidera 
toujours  avec  l'ellipsoïde  (85)  ou  (97),  qui  est  pareillement  de  révo- 
lution autour  de  l'axe  des  z. 

La  section  méridienne,  faite  par  le  plan  des  x,  z  dans  la  surface  de 
révolution  que  représente  la  formule  (129),  a  pour  équation 

(.3.)  n(f'7)  =  °- 

Or  on  peut  obtenir  directement  l'équation  (i3i);  et,  pour  y  parvenir, 
il  suffit  évidemment  d'éliminer  les  deux  variables  x,  z  entre  les  for- 
mules 

et 

(1^3)  a:  =  «ï>(x,z),  z  =  W{\,l), 

ou 

(i34)  ^i=  — $(x,z),         z=z  —  W{\,i). 

L'équation  (i3i)  étant  ainsi  trouvée,  on  en  déduira  immédiatement  la 
formule  (129),  en  remplaçant  x  par  (x--4- r^)^ 
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(Concevons  à  présent  que  le  système  proposé  n'offre  plus  la  même 
élasticité  en  tous  sens  autour  de  l'axe  des  z,  mais  seulement  trois  axes 
d'élasticité  rectangulaires  entre  eux.  Si  l'on  admet  en  outre  que  les 
pressions  soient  nulles  dans  l'état  naturel,  la  fonction  F(a,  b,  c,  s)  sera 
déterminée  par  la  formule  (lo),  jointe  aux  équations  (36),  (38)  du 
§  I,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  par  la  formule 

^F{a,  b,c,  s)=  {La'-  -\-  Rb'-h  Qc'—  s'-)  {na'-^Mb'--[-  Pc'—  s')  {Qa'--h  V  b'--^^c'—  s') 
(i35)  -^P^b^c^{La''-i-Rb^  +-  Qc'-  — s^)— /iQ'-c^a^Ra^  +  Mb^-}-  Pc^—s^) 

[  —  4R2«2^,2(Q^2^p^2^IVç2„^2)  -^lePQRa^b^cK 

Gela  posé,  la  formule  (i  i)  deviendra 

/  {La^  +  ï{b'--hQc^  —  s^){Y{a'--^-Mb^-{-  Pc^— s^)  {Qa--\-Pb'--i-'Sc''  —  s-') 
(i3G)  .        —  4P2  62c2(Ltt-+R62+Qc-  — 52)  — 4Q2c'-a2(R«2  +  M62+Pc2— 5^) 

(  —\l\''a'-b\Qa^  +  Pb^-^'\c^—s^)  +  i6PQ[{a-b'C^=o. 

Si,  dans  cette  dernière,  on  fait  successivement  «  =  o,  b  =  o,  c  =  o, 
on  obtiendra  les  trois  suivantes 

(187)  (R62+Qc2  — 5-)[(M6^-+-Pc2  — 52)(Nc*  +  P6'  — 5')  — 4P»62cï]  — o, 
(i38)  (Pc2  +Ra2  — 5^)  [(Ne"  4-Q«-— 5'-)(La2  +  Qc2  — 5^)  — /iQ'-c2a«]  =  o, 
(139)      (Qa^-t-  Pb^—  s'')[{La'-  -hRb'—  s^){Mb'+na'—  s-)-  lil{-a'-b^]  =  o, 

qui  détermineront  les  vitesses  de  propagation  des  ondes  renfermées 
entre  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  ce,  ou  à  l'axe  des  j,  ou  à 
l'axe  des  z.  Soient  d'ailleurs 

(29)  s^  =  ^{a,b,c) 

l'une  des  valeurs  de  s-  déduites  de  la  formule  (i36),  et  ^(a,b,c), 
X(a,b,c),  W(a,b,c)  les  demi-dérivées  de  §{a,b,c)  prises  par  rap- 
port aux  trois  quantités  a,  b,  c.  On  vérifiera  les  équations  (137),  (i38), 
(139)  en  posant  successivement 

(i/io)  s'=ê{o,b,c), 

('40  s'  =  §{a,o,c), 

(142)  s^=§{a,b,o); 
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et  les  plans  qui  diviseront  en  parties  égales  les  épaisseurs  des  ondes 
dont  les  vitesses  de  propagation  seront  déterminées  par  la  formule 
(i4o)  ou  (i4i)  ou  (142),  toucheront,  au  bout  du  temps  t,  la  surface 
cylindrique  dont  l'équation  sera  produite  par  l'élimination  de  y  et  z, 
ou  de  z  et  x,  ou  de  x  et  y  entre  les  formules 

(.43)  /^=^(o,y,z),         X(o,_y,z)^^(o,y.z)^^ 

ou 

/,//\  ,2        -f'  X  '^'(x.o.z)        <I>(x,  o,  z) 

ou 

i,fK\  ri      -i,  \  ^(x,.y,o)       X(x,y,o) 

X  y 

D'ailleurs,  la  fonction  homogène  •f(x,  y,  z)  étant  de  degré  pair,  et  les 
fonctions  dérivées  2$(x,y,z),  2X(x,y,z;,  2^'(x,  y,  z)  de  degré  impair, 
les  valeurs  de  x,  y,  z  tirées  des  formules  (i43),  (i44),  (i45)  change- 
ront de  signe  avec  x,  y,  z.  Il  en  résulte  que,  avant  d'effectuer  l'élimi- 
nation dont  il  s'agit,  on  pourra  remplacer  le  double  signe  ±  par  le 
signe  +,  et  réduire  les  formules  (i43),  (f44)»  (i45)  à  celles  qui 
suivent  : 


('46) 

^'-=^(o,y,z). 

X(o,  y,  z)=y. 

^^(o,  y,  z)  =  z, 

(i47) 

^2^,  J(x,  0,  z), 

^(x,o,  z)  —z, 

$(x,  0,  z)  —  x. 

(i48) 

^^=/(x,y,o), 

0(x,  y,  0)--=^, 

X(x,y,  o)=7. 

J'ajoute  que  les  surfaces  cylindriques  dont  les  équations  seront  pro- 
duites par  l'élimination  de  y  et  z,  ou  de  z  et  x,  ou  de  x  et  y,  entre  les 
formules  {il\^),  ou  (147)»  ou  (i4B),  couperont  les  plans  coordonnés 
suivant  des  courbes  comprises  dans  la  surface  des  ondes,  c'est-à-dire 
dans  la  surface  (i5).  En  effet,  pour  obtenir  les  sections  faites  dans 
cette  dernière  surface  par  le  plan  des  y,  z,  il  faudra  éliminer  x,  y,  z 
entre  les  formules  (3o)  et  (S;),  après  avoir  posé  dans  la  première  des 
formules  (37)^7  =  0.  D'ailleurs,  si  l'on  difîerentie,  par  rapport  à  la 
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quantité  a,  l'équation  (i3G),  après  y  avoir  remplacé  s'^  par  j(«,  b,  c), 
on  obtiendra  la  formule 


[La  —  <t(a,  b,c)] 
[Ra  — 0(a,  Z/,c)| 
[Qa-(i»{a,h,c)\ 


4-  i[Q«'-T-  P^-  +  Nc^— J'(a,  b,  c)]  [La'-  +  Kb'-+-  Qc'-  —  ^{a,  b,c)]— ^Q^c'-a^\ 
+  i[La^+  R^;2  +  Qc^—  ^{a,  b,  c)]  [lia^-^Mb'-h  Pc^  —  S  {a,  b,  c)]  —  4R'«'^'Î 
—  4a  1  Q2c'-[Ra2-f-  M6^+  Pc^  —  É{a,  6,  c)]  +  R^  ^^  [Q a^-i-  P 6^  +  Nc^—  ^{a,  b,  c)]  —  4  PQR  ^-c^  ;  =  o. 

dont  l'inspection  suffît  pour  montrer  qu'on  vérifiera  l'équation 

^{a,b,c)—o 

en  prenant  «  =  o,  et  par  conséquent  l'équation 

(i49)  *(x,y,  z)=:j;=ro, 

en  prenant 

(l5o)  X  :=:  O. 

Or,  en  vertu  de  la  formule  (i5o),  l'équation  (3o)  et  les  deux  dernières 
des  équations  (37)  se  réduiront  aux  formules  (i46).  Donc  les  sections 
faites  par  le  plan  des  y,  z  dans  la  première  des  surfaces  cylindriques 
ci-dessus  mentionnées  appartiendront  en  même  temps  à  la  surface  des 
ondes;  et  il  est  clair  qu'on  pourra  en  dire  autant  des  sections  faites 
dans  la  seconde  surface  cylindrique  par  le  plan  des  z,  x,  ou  dans  la 
troisième  par  le  plan  des  x,  y.  En  d'autres  termes,  les  courbes  qui, 
dans  les  trois  plans  coordonnés,  seront  représentées  par  les  équations 
résultantes  de  l'élimination  de  y  et  z  entre  les  formules  (146),  ou  de  z 
et  X  entre  les  formules  (147)»  ou  de  x  et  y  entre  les  formules  (i48), 
appartiendront  à  la  surface  des  ondes.  Il  reste  ii  savoir  de  q.uelle 
nature  sont  ces  mêmes  courbes.  C'est  ce  que  nous  allons  maintenant 
examiner. 

L'équation  (137)  se  décompose  en  deux  autres,  savoir 

(i5i)  5*=R^*4-Qcî 

et 

(l52)  (M/>^-hP6--^-55)(Nc'-f-P^-— 5^)  —  /4P=^2c-=:0. 
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Ajoutons  que  l'équation  (i'j2)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

ou  sous  la  suivante 

(i53)     [P(Z>^+c2)-5^][M62+Nc2-52]  +  [(M-P)(N-P)-4P2]è2c^r=o, 

et  sera  elle-même  décomposable  en  deux  autres,  savoir 

(i54)  s-'  =  V{b^-^c^), 

(i55)  s'-=Mb^  -+-^c\ 

si  les  coefficients  P,  M,  N  vérifient  la  condition 

('56)  (M-P)(N-P)  =  4P2. 

Alors,  en  prenant  successivement  pour  ^'(o,  b,  c)  les  valeurs  de  s'^  dé- 
terminées par  les  formules  (i54),  (i5i)  et  (t55),  on  tirera  des  for- 
mules (i46) 

-1/2     I       ^2 

('^7)  •^-^=^^ 

i58)  ^4_1._^2 

et  ces  trois  dernières  équations  représenteront  trois  sections  faites 
dans  la  surface  des  ondes  par  le  plan  des  j,  z.  Or  ces  trois  sections 
seront  évidemment  un  cercle  et  deux  ellipses.  De  même,  en  supposant 
que  les  coefficients  Q,  N,  L  vérifient  la  condition 

('^o)  (N-Q)(L-Q)  =  4QS 

on  déduira  des  formules  (i38)  et  (147)  les  trois  équations 

(161)  î!±^_/2 


('62)  i^C  =  t^ 


P  "~¥ 


(i63)  _^_4_^-^2 

N  ^  L  -    ' 
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propres  à  représenter  un  cercle  et  deux  ellipses  suivant  lesquelles  la 
surface  des  ondes  sera  coupée  par  le  plan  des  z,  ce.  Enfin,  en  suppo- 
sant que  les  coefficients  R,  L,  M  vérifient  la  condition 

(i64)  (L-R)(M-R)  =  4RS 

on  déduira  des  formules  (139)  et  (i48)  les  trois  équations 

(i65)  ^^=t\ 

(166)  _+.^^,., 

(.67)  L-^U='-' 

propres  à  représenter  un  cercle  et  deux  ellipses  suivant  lesquelles  la 
surface  des  ondes  sera  coupée  par  le  plan  des  x,  y. 

Lorsque  l'élasticité  du  système  est  la  même  en  tous  sens  autour 
d'un  axe  quelconque  parallèle  à  l'axe  des  z,  on  a 

P  =  Q,         L==M  =  3R, 

et  des  trois  conditions  (i56),  (iGo),  (164)  les  deux  premières  coïn- 
cident avec  la  formule  (80),  tandis  que  la  dernière  se  trouve  satisfaite 
d'elle-même.  Ces  trois  conditions  se  transformeraient  en  trois  équa- 
tions identiques,  si  l'élasticité  du  système  était  la  même  en  tous  sens 
autour  d'un  point  quelconque. 

Les  conditions  (i56),  (160),  (164)  étant  supposées  remplies,  on 
pourra  présenter  l'équation  (i36)  sous  une  forme  qui  mérite  d'être 
remarquée.  En  effet,  comme  on  a  généralement 

La"-  4-  R62  _i_  Qc»=  La2+  M^^  +  Ne*—  (M  -  \\)b'-  -  (N  -  Q)c\ 
Ra2  +  M6^+  Pcî=:La2-i-M62^Nc2-  (N  —  l>)c'-  —  (L  -  K)a\ 
Qa*  +  P62  +  Nc*  =  La2+MZ/^-f-Nc2— (L  —  Q)a2-(M-  V)b\ 

on  tirera  d(!  l'équation  (i36),  en  développant  son  premier  niembre 
suivant  les  puissances  de 

La»-+-M^>2  4-Nc*-5» 


(i68)/ 
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et  en  ayant  égard  aux  conditions  (i56),  (i6o  ),  (1G4), 

-[(2L  — Q-R)«2+(2M  — R  — P)6^4-(2N-P-Q)c2](La'-+M62+Nc5-.95)2 

i     [(L-Q)(L-R)a^+(L-R)(M-P)62+(L-Q)(N-P)c^]a2j 
+  '+[(M--R)(L-Q)a2+(M-R)(M-P)6^+(M-P)(x\-Q)c2]^.2'(L^»_^l^^2_^^c5_.ç,) 

!+[(N-Q)(L-R)a^+(N-P)(M-R)^>^+(N-P)(N-Q)c2]c^) 

+  [i6PQR-(L-Q)(M-R)(N-P)-(L-R)(M-P)(N-Q)]a^^^c^rr:o. 


(169) 


De  plus,  on  aura  évidemment 

La^  +  M^^^^Nc^  — 52— [(2L  — 0-R)«^+(2M  — R-P)^>2+(2N_p_Q)c2] 

==:(Q  +  R)a-+(R-hP)^2+(P-hQ)c^-52— (La2+Mè-+Nc^), 

[(L  -Q)(L-R)«2+(L_R)(M-P)^2+(L-Q)(N-P)c5]a2 

+  [(M  -  R)  (L  -  Q)a^+  (M  -  R)  (M  _  P)//-+  (M-  P)  (N  —  Q)c'-]b'- 

(170)  \  -i-[(N-Q)(L-R)«2+(N-P)(M-R)6'-H-(N  _P)(N-Q)cMc2 

=:(La2+M^=  +  Nc^-)'-[(Q+R)«'+(K  +  P)^'4-(P  +  Q)c^](La2  +  M^2+Nf-) 
+  (QRa-+RP62+PQc^)(a2+è2+c2), 

et  par  suite 

(LaM-M62+Nc^-.ç2)^-[(2L-0-R)a'-+(2M— R-P)^'-+(2N-P-Q)c2](La^+M62  +  Xcî— .S-) 
+  [(L-Q)(L-R)a^+(L-R)(M-P)Z;2-{-(L-Q)(N-P)c=]«2 
+  [(M  — R)(L  — Q)a'+(M-R)(M-P)^>2+(^J-P)(N-Q)c2]//- 
+  [(N  -  Q)  (L  -  R)a^+  (N  -  P)  (M  -  R)Z>M-  (N  -  P)  (N  -  Q)c^-]c-' 
=  s''—  1(Q  +  R)a-+  (R  +  P)Z>2+  (P  +  Q)c2]5^+  (0R«^+  RP6^4-  PQc'-)  (aM-  6^4-  c'). 

Donc  l'équation  (i36)  ou  (168)  pourra  être  réduite  à 

\  (L«-+ M^-4- jNc-— 5-)  ' 

(171)  •  i      -\-{QRa^-^l\Pb'--hPQc-){a'-+b''+c'-)        \ 

I      +  [16PQR  -  (L  -  0)  (M  -  R)  (N  -  P)  -  (L  —  R)  (M  -  P)  (N  -  Q)]a'b'-c'-  =  o. 

Lorsque  les  coefficients  L,  j\l,  N,  P,  Q,  R  vérifient,  non  seulement  les 
conditions  (i56),  (160),  (164),  mais  encore  la  suivante 

(172)     (L  -  Q)  (M  -  R)  (N  -  P)  4-  (-L-  R)  (M  —  P)  (N  -  Q)  =  16PQR, 
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l'équalion  (171)  se  (lécomposc  en  doux  autres,  savoir 

(1-3)  s-^zLa^-^-Mb'+'Sc' 

ot 

('74) 
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(  +  (QR«- -^  RP^M-  PQc^)  (rt^+  ^;î_4-  c^)  =  0. 


Par  suite,  l'uue  des  trois  nappes  de  la  surface  des  ondes  coïncide  avec 
rellipsoïde  auquel  appartient  Féquation 


(175) 


t-. 


(  17IJ  I  ' 


Cette  même  nappe,  successivement  cou})ée  par  les  trois  j)lans  coor- 
donnés, donne  pour  sections  les  trois  ellipses  que  représentent  les 
formules  (139),  (iG3),  (1O7).  Quant  auxdeux  autres  nappes,  elles  cor- 
respondent aux  deux  valeurs  de  s'^  déterminées  par  la  formule  (174)- 
Il  est  bon  d'observer  qu'on  tire  des  conditions  (i5()),  (iGo),  (i()\) 

(.76)     (L-Q)(M-R)(N-P)  X  (L-H)iM-P)(\-0)  =  G4P^QM<S 
et  de  celte  dernière  formule,  combinée  avec  l'équation  (172), 

(177)  [(L-Q)(M-R)(N-P)-(L-R)(M-P)(N-O)]  =  o, 
Donc  les  conditions  (i  jG),  (iGo),  (iG4),  (172)  entraînent  la  suivante  : 

(178)  a-Q)(M-R)iN-P)  =  (L-R)(M-P)(N^Q)  =  8PQR. 

Remarquons  aussi  que  l'équation  (17/1')  peut  être  présentée  sous  la 
forme 

i 


et  (ju'on  en  tire  par  conséquent 

I 
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Concevons  maintenant  que  l'on  désigne  par  0,  t,  x  les  logarithmes 
népériens  des  rapports  — ^T""'  ^7ô^'    ^n    '  ^"  ^^rte  qu'on  ait 

(181)  M-P  =  2Pe^  N-Qrrr2Qe'-,  L-Ur=2Ue\ 

Les  conditions  (i5G),  (iGo),  (iG\)  donneront 

(182)  N-P  =  2Pe-«,         L-Q  =  2Qe-',         M-U  =  2t{e-\ 
On  trouvera  par  suite 

(i83)  M  =  P(i  +  2e9),         N  =  Q(i  +  2e'-),         L  =1:  U(i  +  2e^-)  . 

et 

(i84)  N^P(H-2e-0),  Lrr:Q(i  +  2e-'),  M  =  R  (  I  +  2  e^^). 

Si  le  système  offrait  la  même  élasticité  en  tous  sens  autour  d'un  point 
quelconque,  les  formules  (i83),  (184)  devraient  s'accorder  avec  la 
suivante 

(iS5)  L:=M  =  ]N=.3P=3Q  =  3R, 

et  l'on  aurait  en  conséquence 

(186)  0=zo,  tz=:0,  y.  =  o. 

J'ajoute  que,  si  les  quantités  0,  i,  x  ont  des  valeurs  numériques  diffé- 
rentes de  zéro,  mais  très  petites,  on  trouvera,  en  considérant  ces  va- 
leurs comme  infiniment  petites  du  premier  ordre,  et  négligeant  les 
infiniment  petits  du  troisième  ordre, 

(187)  5_|_[4-./  =  o. 

En  effet,  on  tirera  des  formules  (i83),  (184) 

LMN  =  PQR (i  -h  aeO)  (i  +  2e')  (i  +  2e^) 

=:PQR(l  +  2e-Q)  (l  +  2e-')(l  ^-  2^-^^), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(188)  (1  +  2eO)  (i  +  2e')(i-h  26"'')  "(1  -+-  2e-^)(i  -h  2e-')  (i -+- 2^-^), 
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puis  on  en  con(îlura,  on  prônant  los  logaritlimos  népériens  des  deux 
inombres  do  l'équation  (188), 

(  1 89)    1(1  +  2  e^)-h  1  (  I  4-  2  e')4-  I  (  I  4-  2  e^)  =  1  (  1  +  2  e -Q)-|- 1  (  I  4-  2 e-')+  1  (1+2  g-''). 

D'ailleurs,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  on 
Ironvora 

,  l(i-f-2e'*)  =rl(3  +  2{}+^^^)  =  l(3)+l(I+^^--')  =  l(3)4-|5  +  -';^ 

\ : '... 


(•90) 


I(,4_2e-0)  =  l(3)-|9+-^/', 


et  par  suite  on  réduira  la  formule  (189)  à 

(191)  ^(  r;  +  t +  ■/)  +  - (5-^+ t^+-/.2)=-  ^(^  +  l-T-x)4-  -(52  4-t2  +  -/.2). 
"J  9  '^  9 

Or  la  formule  (191)  coïncidi'  avec  l'équation  (187). 

De  ce  qu'on  vient  de  dire,  il  résulte  que  si,  0,  t,  x  étant  infiniment 
petits  du  premier  ordre,  on  pose 

(192)  0-\-i^y.  —  ç, 

;  sera  une  quantité  infiniment  petite  du  troisième,  pourvu  que  les 
coolTicientsL,  M,  N,  P,  Q,  R  vérifient  los  conditions  (i  jG),  (iGo),  (1G4). 
D'autre  part,  en  admettant  que  ces  conditions  soion(  remplies,  on  tirera 
des  formules  (181),  (182) 

(  (M-P)(N-Q)(L-K)=8PQHeO+'+''   -  SPQReS 
^'^•'^  (  (N_P)(L-Q)(.M-R)  =  8PQRe-0-'-''  =  8PQRe-î, 

/  (L-Q)(M-  R)(N-P)  +  (L-R)(M-P)(N~0) 
-8PQR(eî4-6'-î)  -^ir)PQR(i4- |-4-...j, 

et  par  suite,  en  négligeant  les  puissances  de  ç  supérieures  à  la  seconde, 
(195)    (L-Q)(M-R)(N-P)  +  (L-R)(M-P)(N-Q)=i6PQR4-8POR^-\ 
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Donc  alors  la  formule  (172)  sera  sensiblement  vérifiée,  et  la  difierence 
entre  ses  deux  membres  sera  une  quantité  infiniment  petite  du  même 
ordre  que  ç-,  c'est-à-dire  du  sixième  ordre.  Donc,  en  néi<ligeant  seule- 
ment les  infiniment  petits  du  sixième  ordre,  on  pourra  remj)Iacer  l'é- 
quation (171)  par  le  système  des  deux  équations  (173)  et  (174). 

Lorsque  les  quatre  conditions  (ijG),  (iGo),  (iG/i  ),  (172)  sont  toutes 
remplies,  on  tire  des  formules  (i';'2)  et  (19^1) 

e'4-  g"'  =  2, 

et  par  suite 

e'  —  I ,  ç  =  o," 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(187)  /5  +  1  +  X  — o. 

Donc  alors  l'équation  (187)  se  trouve  rigoureusement  vérifiée. 

Puisque,  dans  le  cas  où  0,  i,  x  s'évanouissent,  les  formules  (i8'î), 
([84)  se  réduisent  à  la  formule  (i8")),  il  est  clair  que,  pour  des  valeurs 
infiniment  petites  de  0,  i,  x,  les  différences 

(196)  n-Q,     P-n,     O-P,     M--\,     \-E,     L-M 

seront  elles-mêmes  infiniment  petites,  et  les  rapports 


(•97) 


'*     î^     ^     ^     1!     ^     *^     '^     ^ï     ^ï     "^     ^ 

0'     ir     R'      P'     P'      Q'     M'     N'     N'      L'      r:'     M 


infiniment  peu  différents  de  Funité.  D'ailleurs,  si  l'on  égale  entre  elles 
les  valeurs  de  P,  Q,  Il  ou  de  L,  M,  N  tirées  i»  des  formules  (i8'3\ 
2"  des  formules  (18V),  on  en  conclura,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre  et  ayant  égard  à  la  formule  (187), 

.     „,      M        i  +  2eO        3-^2  5  4. 

^'98)    N=7T^o-T=:^=^'  +  3^' 

,        .      Q         i-\-9.e''^  9.  ^  2- 


N 
L  ~ 

4 
1  +  3^ 

--h 

R 
P~ 

0 

P 

:.-3-X, 
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et  par  suite 

(200)  M-Nr=|9N,         N-L:=^tL,        L-M  =  ^xM, 

Los  formules  (200),  (201)  montrent  que,  dans  riiypothèse  admise,  les 
difFérenees  (t9(j)  seront  infiniment  petites  du  premier  ordre.  !)e  plus, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  serond  ordre,  on  (ii-era  des  for- 
mules (9.01  ) 

,        ,  ^       3  I{  -  0  3  P  -  U  3  0  -  V 

et  de  ces  dernières,  combinées  avec  les  équations  (^i8'3), 

(o.o3)     L-3(Q  +  R-P),       M  =  3(H4-P-0),       N  :=  3  (  P  +  O  ^- 15  i. 

Supposons  maintenant  que,  les  quantités  0,  t,  x,  et  par  suite  les  dif- 
férences (k)^),  étant  regardées  comme  infiniment  petites  du  premier 
ordre,  on  cherche  l'équation  propre  à  représenter  les  deux  nappes  de 
la  surface  des  ondes  qui  correspondent  aux  valeurs  de  s'-  déterminées 
par  la  formule  (^180).  Concevons  d'ailleurs  que,  dans  le  calcul,  on 
néglige  les  infiniment  petits  du  second  ordre.  Si  l'on  [)ose,  pour  abré- 
ger, 

(2o4  )  .T'(a,  ù,c)=  •  [(Q  +  U)  a'-+  (R  +  P)  //+  (P  -H  Q)  c'^J 

et 

la  formule  (180)  deviendra   • 

(306)  s-r=^{a.  b,  c)  ±{{0,  h,  c), 

et  l'équation  cherchée  se  réduira,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  di(  plus 
haut,  à  la  formule  (  ")8')  ou  plutôt  à  la  suivante 

(  ■'•07  )  t-  =z  J ( X,  y,  z)  H=  f ('  \,  y,  z ), 

hîs  valeurs  de  x,  y,  z  étant  déterminées  par  les  formules  (^  >;  ),  qui. 
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dans  1(^  cas  j)résent,  donneront 


(208) 


o  +  n 


Xz^  ÛC, 


i'I  j)ai-  conséquent 

(209) 


"""Q  +  li^' 


9^_  _       2 


V  +  Q 


C-iio) 


I^]n  d'autres  termes,  il  suffira,  pour  obtenir  l'équation  dont  il  s'agit,  de 
substituer  les  valeurs  précédentes  de  x,  y,  z  dans  la  formule 

(fu'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit  : 


(.,, 


i  t'-  [(Q  +  li)  x^+  (il  +  P)y^+  (P  -V  Q)  z^]  r- 


ï/équation  cherchée  sera  donc 


t^  — 


(212)  < 


Q  4-  il         K  H-  P  "    p  +  Q 


t- 


I     4-,r    _M!ii:_       t^''>'         PO 3^  1  r 


+  !{)='       (Kh-P)^      (l 


^]^" 


11  importe  d'observer  que,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du 
second  ordre,  on  réduira  l'équation  identique 


%.=  -fi  +  i 


Q  +  R       2  VO  ^  \{J       2QR (O  +  R ) 


(Q-H)^ 


à  la  t'ojmule 


I  /  I 


Q  +  U~2VQ    ''H/ 
et  qu'on  aura  de  même,  sans  erreur  sensible. 


2      _  '  /  '       ï 

R  +  i>  ~  2 1  il  ~^  P 


p  +  Q  ~   2  V  P      g 
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Par  suite  la  fonction 


43<J 


(^i3) 


J(x,  y,  z)  =  -  [(Q  +  I{)x^+  (R  +  l>)y^-+-  (P  +  Q) z^] 


r 


Q  +  K       R  +  l»       P  +  Q 


pourra  ètro  réduite  à 


J(x,y,z)  =  - 


7' 


(2l4)      1 


(Q  +  R)^+(R  +  P)ifp+(P  +  Q)j- 

X  y  z 


l       ±  1       J  L       i 

Q2  1|2       I|2pï       p2Q2 


D'autre  part,  la  fonction  f(x,  y,  z)  étant,  ainsi  que  les  différences  (^190), 
infiniment  petite  du  premier  ordre,  on  pourra,  dans  celte  fonction, 
substituer  aux  valeurs  de  x,  y,  z,  déterminées  par  les  formules  (2()()j, 
d'autres  valeurs  qui  n'en  difTèrent  qu'infiniment  peu,  par  exem})le  les 
suivantes  : 


(2l5) 


X  =: 


QMl^ 


y  —  -T—  1  ' 

1|2   p2 


1        1 
p2Q2 


On  aura  donc  encore,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre, 


(216) 


f(x,y,z)  =  f 


1     I  '     .1     I  '     1     i 

qnv  \i^V'  p^îQ- 


(^ela  posé,  la  formule  (207)  deviendra 


(217)     ^^  =  j 


J 


11      il       i    i 

Q2I|2       1^2  pV        p2Q2 


Q 


I    T'  ~\ — r'  -T — î    ' 

Ml^       K2    p2        P2Q2    / 


e(,  puisque  l'équation  (2o())  fournit  les  deux  valeurs  de  s^  qui  vérifient 
la  formuh^  ('74)»  il  t?st  clair  que  les  deux  nappes  correspondantes  de 
la  surface  des  ondes  pourront  être  représentées,  non  seulement  par 
l'équation  (217),  mais  aussi  par  celle  qu'on  déduit  de  la  formule  (17/i)» 
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en  V  écrivant  /  au  lieu  de  s,  et 


.}■ 


Q^R' 


R2pi 


I     i 


au  lieu  de  a,  b,  c,  c'est-à-dire  par  l'équation 


(2.8) 


I  i''-    (Q  +  H)(yj^+(H  +  P)ï^+(P  +  Q)p^ 


r- 


-f-(x^+j^  +  .^)(^ 


RP 


PQ 


o, 


ou 


(^19) 


^  (  j---  +  y^  -]-  z-)(P  X-  4-  Oj--  +  R  s  -  ) 


—  [  P  (  Q  +  R  )  .r^  4-  Q  (  R  -f -  P  )  J-'  4-  R  (  P  +  Q  )  :;  -  ]  /^  4-  PQ  li  /  •  -  o. 

Si  Fou  coupe  successivement  la  surface  à  laquelle  appartient  l'équa- 
lion  (2JC))  par  les  plans  des  rr^,  des  z.r,  des  xy,  les  sections  ainsi 
obtenues  seront,  comme  on  devait  s'y  attendre,  les  trois  cercles  et  les 
Irois  ellipses  représentés  par  les  formules  (157),  (161),  (ï(3:))  et(i:")8), 

(;i(;2),  (iGG). 

Si,  dans  l'équation  (219),  on  supposait  P  =  Q,  elle  se  décompose- 
rait en  deux  autres,  et  ces  deux  dernières  seraient  précisément  les 
formules  (84),  (85). 

(Cherchons  à  présent  les  directions  suivant  lesquelles  se  mesurent 
les  vitesses  et  les  déplacements  des  molécules  dans  les  trois  systèmes 
d'ondes  planes  correspondants  aux  trois  valeurs  de  s'-  que  détermine  la 
formule  (i3G).  Chacune  de  ces  directions  sera  parallèle  à  une  droite 
représentée  par  une  équation  de  la  forme 


{■?A\0) 


X 


les  cosinus  .1,,  iil),  £  étant  déterminés  par  les  formules  (i4),  (56)  et 
(38)  du  §  I,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  suivantes  : 

;   (La-4-R/^-4- Qc"^  — i-^)c-l>4-2Ra^ii'''  +  2Qca3=ro, 

(221)  <   2R<7Z;.^l)  4- (Ra2  4-M6-4-Pc-— 5-)i)i,  4- 2PZ>cS=:o, 

(  2  Q  ca  vl,  4- 2  P  6c  II!.  4-  (C>«"4-P^^+Nc-  — ^2)£  =0. 
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Si  les  conditions  (ijG),  (iGo),  (1G4)  et  (172)  sont  remplies,  l'équa- 
tion (i3G)  pourra  être  remplacée,  comme  on  l'a  dit,  par  le  système  des 
équations  (173),  (174).  Or,  si  l'on  substitue,  dans  les  formules  (221), 
la  valeur  de  s""  fournie  par  l'équation  (173),  elles  donneront 

/  Z;[2R«ill>-(M-R)^Ao]  +  c[2Qaa  — (N-Q)c.l.]  =  o, 

{■?.9.2)       <  c[2Pbe  — (N  -P)ciil,]  +  a[2R^;.l.-(L  -  R)ail!)]  ==  o, 

(  a[2QcX-{L-Q)a^'\  +  b[2Pc^\\^-{M-P)b^]  =  o, 

et  il  est  clair  qu'on  vérifiera  celles-ci,  en  choisissant  les  cosinus  -i,  wi,  Z 
de  manière  à  vérifier  les  trois  équations 

iil,  _     2 P     />  O  _     2Q     c  X  _     2R_     a 

(223)  e=W-Pc'         ^.~T=^Qâ'         Dl,  "M-R^' 


dont  les  deux  premières,  eu  égard  aux  conditions  (i5G),  (iGo),  (1G4), 
([72),  (17B),  entraînent  la  troisième,  ainsi  que  les  trois  suivantes  : 

1,1,  _  M  —  P  ^  3  _  N  — Q  c  ±_^l^  —  ^  ^ 

(224)         -_-^^p--,        j^-     ^(^^     ^'         ,,,^-    :^R-^- 

Observons  d'ailleurs  que,  en  vertu  des  formules  (181)  et  (182),  les 
équations  (223)  et  (224)  pourront  être  réduites  à 

et    que  ces   dernières   s'accordent    entre    elles,   eu   égard  à  l'équa- 
tion (193). 

Lorsque,  les  conditions  (i5G),  (iGo),  (1G4)  étant  remplies,  les  dif- 
férences (19G)  sont  considérées  comme  infiniment  petites  du  premier 
ordre,  alors,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites  du  troi- 
sième ordre,  on  obtient  encore  les  équations  (225).  Alors  aussi,  les 
valeurs  des  exponentielles  e^  e'-,  e"-  étant  très  voisines  de  l'unité, 
les  valeurs  de  =.1,,  Db,  8,  que  fournissent  les  équations  (22j),  diffèrent 
très  peu  de  celles  que  détermine  la  formule 


X  _  ilî.  _  s  _  _^  v^* -h  iiî)»_-+- s*  _  ^ 

OF.wres  (ieC—  S.\\,t.\\.  56 
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On  doit  en  conclure  que,  dans  riiypothëse  admise,  toute  onde  plane 
qui  se  propage  avec  une  vitesse  déterminée  par  l'équation  (173)  ren- 
ferme des  molécules  dont  les  déplacements  se  mesurent  suivant  des 
droites  sensiblement  perpendiculaires  au  plan  de  l'onde. 

Il  reste  à  trouver  les  valeurs  de  a,  dî,,  g  qui  correspondent  aux 
valeurs  de  s^  déterminées  par  la  formule  (174).  Or,  si  l'on  élimine  z 
entre  les  deux  premières  des  équations  (221),  on  en  conclura 


<yv) 


2  ac  [  2  RP  ^2  -  Q  (  K  a2  +  M"è^  +  P  c^  -  52]] 

ofc 

2  /;c [ 2 0 R «2 -  P (Ta'  +  R F-rQc2"=^  ' 


on,  ce  qui  revient  au  même, 


(227) 


(    "[- 


2QR 


:-^-R^2._Q^2l  ± 


(=«^""--("-T)^'-"^*= 


et,  comme  l'équation  (227)  devra  subsister  encore  après  un  échange 
opéré  entre  les  axes  des  j  et  :;,  on  aura  nécessairement 


(228) 


L-^..- 


r-Ra2_  (M-  ^  16^-Pc 


Cette  dernière  formule,  jointe  à  l'équation  (10)  du  §  I,  sutfirait  à  la 
détermination  générale  des  valeurs  de  .1,,  Db,  3  correspondantes  aux 
valeurs  de  s""  qui  vérifient  la  formule  (i36).  Mais,  si  l'on  suppose  rem- 
plies les  conditions  (i5G),  (160),  (164),  alors,  en  considérant  les 
différences  (196)  comme  infiniment  petites  du  premier  ordre,  el 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on  tirera  des  for- 
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imîlcs  (2o3) 

c'('st-à-(lipo,  à  très  peu  près,  , 

tOR 
i  ï^  -  -p-  =  Q  +  R  -  1'. 

\      On  trouvera  pareillement 

Cela  posé,  la  formule  (228)  deviendra 

[        P  [,v2  +  P  -  P{b'-  +  C-)  -  Q(c'-  +  a^)  -  R(a2  +  Z/^]  ^ 

(.i3o)        '  =:0[5^+Q-P(Z^^+c'-)-Q(c^+a'-)-R(«^+Z'^)]^' 

=  R[.ç^+R-P(^^+c2)-Q(c^+«')-R(«'-^^')]^- 

D'ailleurs,  si  l'on  nomme  s"-,  s"-  les  deux  valeurs  de  .9-  (|ni  véritienl 
l'équalion  (174)»  0»  '^m'^i  évidemment 

(23l)  .ç'='+5"-rr=P(Z>2+c2)  +  Q(c2+a^)  +  l{(a2+^2), 

Donc,  la  formule  (23o)  donnera 

(.32)  P(P-6"-^)-]^'  =:Q(Q-5"^)'|-  =R(R-.v"^)^ 

et 

(■.33)  P(P-,v'^):^'=Q(Q-5'^)^^=R(R-.s-'^):^;^, 

.V,  ift)',  s'  étant  les  valeurs  des  cosinus  x,  ail,  G  pour  s  =  s',  et  =1",  ail", 
G"  les  valeurs  des  mêmes  cosinus  pour  s  =  s". 

Si,  en  considérant  un  système  qui  offre  trois  axes  d'élasticité  reetan- 


(236) 
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giilaircs,  on  ne  supposait  pas  les  pressions  nulles  dans  l'état  naluil'l, 
il  faudrait  aux  valeurs  de  s^,  que  détermine  la  formule  (i3G),  ajouter 
le  polynôme  (72).  Alors,  en  admettant  que  les  conditions  (i56),  (iGo), 
(164),  (172)  fussent  remplies,  on  obtiendrait,  à  la  place  des  équa- 
(ions  (173),  (174)»  les  deux  formules 

,  (,v-— Ga-— II^>'^— Ic^)^ 
(235)   )      -[(Q  +  U)a2+(R+P)Z>-  +  (P+Q)c2](.v2-Ga2-II/>2_lc2) 

■1!  )  1   l-U  II'.../  H  !       irir  l>  !•■      t    ^  ■ 

dont  la  dernière  peut  è*é'criï'e'àihsr(^\i*îl  suit 

i  [,■>__  (Q  +  Il  +  aG)^^-H (R  +  P  +  9Jl)b^^(ï'  +  Q  +  2l)6n 2 

i  ( 0 -  R )2 a*-\- ( R  —  Vr- h'* -^  (P - Q)'- r*  +  2 (P  —  Q)  (P -~\\)lAc^-\-i{Q  —  K)(Q  —  V)c-ia''-¥-i{\\-V){\\~-(^)(r^l)-' 

\      ^  4  .      ' 

et  l'une  des  trois  nappes  de  la  surface  des  ondes  coïnciderait  avec  l'el- 
lipsoïde représenté,  non  par  l'équation  (175),  mais  par  la  suivante 

Alors  aussi,  en  supposant  remplies  les  conditions  (i56),  (160),  (164), 
regardant  d'ailleurs  les  différences  (19G)  comme  infiniment  petites  du 
premier  ordre,  et  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on 
déduirait  des  formules  (58),  (236)  une  équation  propre  à  représenter 
les  deux  autres  nappes  de  la  surface  des  ondes,  et,  pour  obtenir  cette 
équation  analogue  à  la  formule  (212),  il  sulfirait  d'éliminer  x,  y,  z 
entre  les  formules 


U 


r-  _  'Q  -^  R  +  aG)x^-f-  (R  +  P+  2H)y2+  (P+  Q  -i-  2l)zn ^ 


•X 

i      _(Q-R)^x''-i-(R  — P)^y^-^(P  — 0)ly>-t-2(P  — Q)(P  — R)y*y.s+9-(Q  — R)(Q-P)z^x^+2(R  — P)(R  — Q)x^y2 


4 


^^^^^  "=U-i-R  +  2G-^'       i'^ÏT^^lMT^l-^'       '-^ÎM-gi: Tr- 


t"-—  2 
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Par  conséquent,  l'équation  dont  il  s'agit  serait 

y'  ,       ____^'_ S\V 


()  _^  H  +  2 G       R  +  P  +  2H  ^  P  4- Q  +  2 

\  (Q-R)^^^  (U-P)'=J^  (P-Q)^^^  ] 

('^-«")'  ^  (Q  +  K  -4-  2(i )-^  "^  (Il  +  P  -h  'iH j^  "^  (P  +  Q  4-  2ir  /_ 

"'^î  2(P-Q)(P-R)y^^^  2(Q-R)(Q-P)^^^^  2(R- P)  (K- Q)^--f^      ( 

1  (  +  (K  +  p  +  2iï7rP  +  Q  +  2l)-^"^(P  +  Q  +  2l)nQ  +  R+^^)'     (Q  +  R  +  '-^G)MR  +  P  +  2Hf 

Quant  aux  déplacements  absolus  des  molécules  dans  les  ondes  planes, 
ils  se  mesureraient  toujours  suivant  des  droites  parallèles  à  celles  que 
représente  l'équation  (220),  quand  on  y  substitue  successivement 
les  valeurs  des  cosinus  x,  Db,  G  tirées  des  formules  (223)  et  (228) 
ou  (23o), 

Nous  remarquerons,  en  terminant  ce  paragraphe,  que,  si  l'on  sup- 
pose 

(241)  a—±.i,         b  =  o,         c  =  o, 

on  tirera  des  formules  (7),  (8)  du  §  I 

(242)  41  =  L  +  a,         01I=R  +  :?l,         X:=Q  +  :?l, 

(243)  (£■=[],  ^    =V,  A  =W. 

Or,  des  formules  (242),  (248),  jointes  à  l'équation  (10),  il  résulte 
que,  pour  les  trois  systèmes  d'ondes  planes  renfermées  entre  des 
plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  ce,  les  vitesses  de  propagation  se 
réduisent  aux  trois  valeurs  positives  de  s  déterminées  par  la  formule 

(    (L  +  a-;52)(RH-a-52)(0+a-5^) 
^^^^^     /       -UML  +  :?l-52)-VnR^-'2l-A-^)-W^(0+.^-5'-)H-2UVVV=.o. 

Pareillement,  pour  les  trois  systèmes  d'ondes  planes  renfermées  entre 
des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  y  ou  à  l'axe  des  z,  les  vitesses 
de  propagation  se  réduisent  aux  trois  valeurs  positives  de  s  détermi- 
nées par  la  formule 


(245) 


(R  H-  0  -  ^^)  (M  -h  fl  -  S-)  (  P  4-  i?  -  5'^) 

—  U'2(R  +  Ô-5=')  —  V'*(M-T-0  — 5^)  — \V'2(P4-<3  — 5>)4-  2L"V'W'=o, 


H6  APPLICATION  DES  FORMULES  ETC. 

ou  par  la  suivante  : 

\       _  U"2(Q  4-  €  -  ^2)  _  y/'2(p  _^  c  -  5^)  -  W"2(N  4-  C  -  ^2)  +  2U"V"W"  =  o. 

Dans  le  cas  où  le  système  de  molécules  que  l'on  considère  offre  trois 
axes  d'élasticité  rectangulaires  entre  eux  et  respectivement  parallèles 
aux  axes  des  x,y,  z,  les  coefficients 

U,     V,     W;     U',     V,     W;     U",     V",     W" 

s'évanouissent,  et  en  écrivant  G,  H,  I  au  lieu  de  51,  H,  C,  on  tire  des 
formules  (244),  (245),  (24G) 

(247)  {L-{-(}-s^){ï{  -^C,--s^){Q  +  G-s'-)  =  o, 

(248)  (R  +  II-5^)(M  +  H-i-^)(P  +II-52)-o, 

(249)  (Q+I  -s^){P  +1  -5'-)(N  +  I  -s'-)=zo. 

Donc  alors  les  vitesses  de  propagation  sont  respectivement  :  i"  pour 
les  trois  systèmes  d'ondes  planes  renfermées  entre  des  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe  des  œ, 

(250)  ^L+^G,     v/R  +  G,     v/Q~-rG; 

2"  pour  les  trois  systèmes  d'ondes  planes  renfermées  entre  des  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  des  j, 

(25i)  v^ir+H,     v^M+^H,     v/ÏM^H; 

3°  pour  les  trois  systèmes  d'ondes  planes  renfermées  entre  des  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  des  z, 

(252)  \/'Q~+i,    v/P  +  Ii    \/N+l. 

Parmi  les  neuf  vitesses  que  nous  venons  de  calculer,  une  seule  con- 
tient dans  son  expression  la  lettre  L  ou  M  ou  N.  Au  contraire,  deux  de 
ces  vitesses  renferment  l'un  quelconque  des  coefficients  P,  Q,  R;  et, 
si  l'on  veut  que  ces  deux  vitesses  deviennent  toujours  égales  entre 
elles,  il  faudra  nécessairement  supposer 

(253)  C^H^I. 
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§  IIL  —  Application  des  principes  établis  dans  les  paragraphes  précédents 
à  la  théorie  de  la  lumière. 

Plusieurs  illustres  géomètres  ou  physiciens,  parmi  lesquels  on  doit 
distinguer  Huygens,  Euler,  Young  et  Fresnel,  ont  supposé  la  sensa- 
tion de  la  lumière  produite  par  les  vibrations  des  molécules  d'un 
fluide  impondérable  qu'ils  ont  désigné  sous  le  nom  A'éther  ou  deJ7im/c 
éthéré.  Nous  adopterons  cette  hypothèse,  et  nous  supposerons  de  plus 
({ue  les  molécules  de  l'éther  sont  sollicitées  par  des  forces  d'attraction 
ou  de  répulsion  mutuelle.  Cette  nouvelle  supposition  nous  fournira  le 
moyen  d'assigner  les  lois  suivant  lesquelles  la  lumière  se  propage 
dans  l'espace  ou  dans  un  milieu  transparent.  En  effet,  soient 

in  la  molécule  d'éther  qui  coïncide,  au  bout  du  temps  /,  avec  le  point 

(x,y,  z);  ■ 

r  le  rayon  vecteur  mené  primitivement  de  la  molécule  m  à  une  autre 

molécule  m; 
a,  3,  Y  les  angles  formés  par  ce  rayon  vecteur  avec  les  demi-axes  des 

coordonnées  positives; 
ç,  -f],  "Ç  les  déplacements  de  la  molécule  m  mesurés  parallèlement  aux 

axes  rectangulaires  des  -x^,  y,  ^. 

Admettons  d'ailleurs  :  i°  que  l'état  primitif  du  fluide  éthéré  soit  un 
état  d'équilibre  dans  lequel  les  molécules  soient  uniquement  soumises 
aux  actions  qu'elles  exercent  l'une  sur  l'autre;  2"  que,  dans  cet  état 
d'équilibre,  l'attraction  ou  la  répulsion  mutuelle  des  deux  molécules 
m,  m  soit  représentée  par  le  produit 

mm  ({r), 

et  devienne  insensible  pour  des  valeurs  sensibles  de  /•;  3°  que,  dans 
une  première  approximation,  l'on  néglige  non  seulement  les  produits, 
les  carrés  et  les  puissances  supérieures  de  i,  y],  "Ç  et  de  leurs  dérivées 
prises  par  rapport  aux  variables  indépendantes  x,  -,  y,  t,  mais  encore 
tous  les  termes  qui  s'évanouiraient,  si,  dans  l'état  naturel  du  flui(h' 
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éthéré,  les  masses  m,  m',  m",  . . .  des  diverses  molécules  étaient  deux 
à  deux  égales  entre  elles  et  distribuées  symétriquement  de  part  et 
d'autre  du  point  {x,  y,  z)  sur  des  droites  menées  par  ce  point.  Les 
équations  différentielles  du  mouvement  de  la  lumière  se  réduiront  à 
celles  qui  sont  inscrites,  sous  le  n°  11,  à  la  page  i66.  Cela  posé,  con- 
cevons que  les  déplacements  et  les  vitesses  des  molécules  éthérées 
soient  nulles  au  premier  instant  pour  tous  les  points  situés  hors  d'une 
couche  plane  très  mince,  dont  l'épaisseur  ii  est  divisée  en  deux  par- 
ties égales  par  un  certain  plan  G  G' G",  et  restent  les  mêmes  pour  tous 
les  points  de  la  couche  qui  se  trouvent  situés  k  la  même  distance  de  ce 
plan.  En  vertu  du  théorème  F*"  (§  F""),  la  propagation  du  mouvement 
de  chaque  côté  du  plan  GG'G"  donnera  généralement  naissance  à  trois 
ondes  lumineuses  renfermées  entre  des  plans  parallèles.  Chacune  de 
ces  ondes  offrira  une  épaisseur  égale  à  ii.  De  plus,  les  vitesses  de  pro- 
pagation des  trois  ondes,  mesurées  suivant  une  perpendiculaire  au 
j)ian  GG'G",  seront  constantes,  et  respectivement  égales  aux  quantités 
qu'on  obtient  en  divisant  l'unité  par  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde  que 
représente  la  formule  (i6)  du  §  F^  Enfin  les  déplacements  absolus, 
ainsi  que  les  vitesses  absolues  des  molécules  d'éther  dans  les  trois 
ondes,  se  mesureront  suivant  trois  directions  respectivement  parallèles 
aux  trois  axes  de  rellipsoïdc. 

Considérons  maintenant  un  grand  nombre  d'ondes  planes,  qui,  au 
premier  instant,  se  superposent  dans  le  voisinage  d'un  certain  point  G, 
et  qui  soient  renfermées  entre  des  plans  peu  inclinés  les  uns  sur  les 
autres  et  sur  le  plan  GG'G".  Admettons  d'ailleurs  que  les  vibrations 
des  molécules  de  l'éther,  étant,  dans  ces  diverses  ondes,  dirigées  sui- 
vant des  droites  parallèles,  soient  assez  petites  pour  rester  insensibles 
dans  chaque  onde  prise  séparément,  mais  deviennent  sensibles  par  la 
superposition  ci-dessus  mentionnée.  Le  temps  venant  à  croître,  l'une 
quelconque  des  ondes  primitives  se  propagera  dans  l'espace,  et  se  sub- 
divisera, de  chaque  côté  du  plan  qui  divisait  son  épaisseur  en  parties 
égales,  en  trois  ondes  semblables,  renfermées  entre  des  plans  paral- 
lèles,  mais  douées  de  vitesses  de  propagation  différentes  {voir  la 
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page  4o6).  Par  conséquent  le  système  d'ondes  planes,  que  l'on  consi- 
dérait au  premier  instant,  se  subdivisera  en  trois  autres  systèmes,  et  le 
point  de  rencontre  des  ondes  qui  feront  partie  d'un  même  système  se 
déplacera  suivant  une  certaine  droite,  avec  une  vitesse  de  propagation 
distincte  de  celles  des  ondes  planes.  Ce  point  de  rencontre  est  celui 
dans  lequel  on  suppose  que  la  lumière  peut  être  perçue  par  l'œil,  et  la 
série  des  positions  que  prend  le  même  point,  tandis  que  les  ondes  se 
déplacent,  (constitue  ce  qu'on  nomme  un  rayon  lumineux.  La  vitesse  de 
la  lumière,  mesurée  dans  le  sens  de  ce  rayon,  doit  être  soigneusement 
distinguée  non  seulement  de  la  vitesse  de  propagation  des  ondes 
planes,  mais  encore  de  la  vitesse  propre  des  molécules  éthérées.  Enfin 
l'on  nomme  rayons  polarisés  ceux  qui  correspondent  à  des  ondes  planes 
dans  lesquelles  les  vibrations  des  molécules  restent  constamment  pa- 
rallèles à  une  droite  donnée. 

Pour  plus  de  généralité,  nous  dirons  que,  dans  un  rayon  lumineux, 
la  lumière  est  polarisée  parallèlement  à  une  droite  ou  à  un  plan  donné, 
lorsque  les  vibrations  des  molécules  éthérées  seront  constamment  pa- 
rallèles à  cette  droite  ou  à  ce  plan;  et  nous  appellerons /?^/i  de  polari- 
sation le  plan  qui  renfermera  la  direction  du  rayon  lumineux  et  celle 
des  vitesses  propres  des  molécules  éthérées. 

(]ela  posé,  il  résulte  des  principes  ci-dessus  établis  que,  en  partant 
d'un  point  donné  de  l'espace,  un  rayon  de  lumière,  dans  lequel  les  vi- 
tesses propres  des  molécules  ont  des  directions  quelconques,  se  subdi- 
visera généralement  en  trois  rayons  de  lumière  polarisée  parallèlement 
aux  trois  axes  d'un  certain  ellipsoïde.  Mais  chacun  de  ces  rayons  pola- 
risés ne  pourra  plus  être  divisé  par  l'action  du  fluide  éthéré  dans 
lequel  la  lumière  se  propage.  11  y  a  plus,  les  trois  rayons  se  réduiront 
à  deux  ou  même  à  un  seul,  si  les  vibrations  initiales  des  molécules  de 
l'éther  sont  parallèles  à  l'un  des  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  ou  à 
l'un  de  ses  axes,  et  dès  lors  il  est  facile  de  comprendre  pourquoi  les 
rayons  polarisés  ne  se  subdivisent  pas  ti  Tintini. 

Observons  encore  que  le  mode  de  polarisation  dépend  tout  ii  la  fois 
de  la  constitution  du  fluide  éthéré,  c'est-k-dirc  de  la  distribution  de 
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ses  molécules  dans  l'espace  ou  dans  un  corps  transparent,  et  de  la  di- 
rection du  plan  000"  qui  divisait  primitivement  l'épaisseur  d'une 
onde  en  parties  égales.  En  effet,  les  quantités  ^,  DK,  m:,  œ,  ^,  a,  à 
l'aide  desquelles  on  peut  déterminer  la  grandeur  et  la  direction  des 
axes  de  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation  (iG)  du  §  1*"",  dépendent 
en  général,  non  seulement  des  valeurs  que  prennent  dans  un  milieu 
donné  les  coefficients 

3,  0,  (C,  D,  (Ê,  i;  L,  M,  N,  P,   Q,   R;    U,  V,  VV,   U',  V,  W,  U",  V",  W; 

[voir  les  équations  (7)  et  (8)  du  §  P'],  mais  encore  des  coefficients  a, 
h,  c,  c'est-à-dire  des  cosinus  des  angles  formés  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  par  la  perpendiculaire  au  plan  00' 0". 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  la  surface  représen- 
tée par  l'équation  (iG)  du  §  l*"" était  un  ellipsoïde.  Alors  les  vitesses  de 
propagation  des  ondes  planes,  parallèles  à  un  plan  donné  OO'O",  sont 
toutes  réelles  et  se  confondent  avec  trois  valeurs  positives  de  s  propres 
à  vérifier  l'équation  (i5)  (§  F').  Mais  la  distribution  des  molécules 
éthérées  dans  un  corps  pourrait  être  telle  que  les  racines  de  l'équa- 
tion (i5)  (§  F'),  et  par  suite  les  vitesses  de  propagation  des  ondes 
planes  fussent  imaginaires.  Dans  ce  cas,  l'ellipsoïde  (iG)  du  §  F'"  dis- 
paraîtrait, et,  la  propagation  des  ondes  planes  ne  pouvant  plus  s'ef- 
fectuer, le  corps  proposé  deviendrait  ce  qu'on  nomme  un  corps 
opaque. 

[Publication   brusquement  interrompue,    à  la   suite   des   événements   politiques   de 
juillet  i83o.] 
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